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Einleitung

Diese Arbeit gliedert sich in zwei Hauptteile. Im ersten Teil handelt es sich um eine Klas-
sifizierung der Menge aller jener Kollineationen des projektiven Raumes P3(R), die eine
vorgegebene lineare Kongruenz in sich tiberfilhren. Im zweiten Teil wird die Anwen-
dungsmoglichkeit einer solchen linearen Kongruenz in der Dreiecksgeometrie untersucht.

Der erste Hauptteil hat seinen Ausgangspunkt im Begriff der reellen Mdbiusebene. Thr
wohl geldufigstes Modell ist die projektive komplexe Gerade P!(C) =: C,, bzw. die
affine Anschauungsebene R2, die durch einen unendlich fernen Punkt oo konform ab-
geschlossen wird. Das fiir diese Untersuchung wichtigere Modell ist jedoch eines, das
durch eine Einbettung von C, in den projektiven Raum P?(R) mittels eines elliptischen
Netzes € zustande kommt: jedem Punkt der Mobiusebene entspricht genau ein Strahl aus
€. Letzteres wird in den Abschnitten 1.2 bis 1.4 als elliptisches Drehnetz mit der Ach-
se z eingefiihrt, wobei in Abschnitt 1.3 auch ein kurzer Einblick in die Liniengeometrie
gegeben wird.

Nach einer Beschreibung der Leitgeraden des elliptischen Netzes € innerhalb des kom-
plexen projektiven Raumes P3(C) in Abschnitt 1.5 schauen wir in Abschnitt 1.6 auf
die Gruppe der bijektiven Transformationen der reellen Mdbiusebene, die sogenannten
Mobius-Transformationen. Diese unterteilen sich in die Untergruppe der gleichsinnigen
und in die Menge der gegensinnigen Transformationen. Die ersteren sind die Projekti-
vititen von P!(C), die zweiten nennt man auch Anti-Projektivitiiten. Innerhalb beider
Klassen dieser bijektiven Transformationen bestimmen wir Vertretersysteme, indem als
Unterscheidungskriterium die Art der Fixpunktmengen zu Grunde gelegt wird.

In Abschnitt 1.7 kommt das Modell des elliptischen Netzes € als reelle Mobiusebene ins
Spiel. Wir zeigen, wie man jede Mobius-Transformation in C, zu einer “gleichsinnigen”
bzw. “gegensinnigen” Kollineation in P3(R) “hochziehen” kann, nimlich in dem Sinne,
dass eine solche Kollineation die Strahlen aus € in gleicher Weise transformiert, wie dies
durch die “darunter liegende” Mobius-Transformation fiir die Punkte aus C, geschieht.

Im folgenden Abschnitt 1.8 stellt sich heraus, dass jede Kollineation, die das elliptische
Netz € in sich transformiert, aus einer Mobius-Transformation durch das zuvor erwihn-
te “Hochziehen” erhalten werden kann. Der Beweis stiitzt sich im Wesentlichen auf die
imaginédren Leitgeraden des elliptischen Netzes.
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Ein Spezialfall einer netzerhaltenden Kollineation ist die sogenannte “Cliffordsche Schie-
bung”. Sie 146t jeden Strahl des elliptischen Netzes € unverdndert, d.h. bewirkt lediglich
eine Verschiebung der projektiven Punkte auf jedem Netzstrahl. Eine Cliffordsche Schie-
bung ist durch den Bildpunkt eines Punktes eindeutig bestimmt (Sektion 1.9).

Die iibrigen netzinvarianten Kollineationen sind durch die Angabe der Bildstrahlen dreier
verschiedener Netzstrahlen und durch den Bildpunkt eines Punktes eindeutig bestimmt.
Diese Transitivitit, die der Transitivitit der Mobius-Transformationen entspricht, zeigen
wir in Abschnitt 1.10.

Ausgehend von den Aquivalenzklassen der gleich- und gegensinnigen Mobius-
Transformationen, die in Sektion 1.6 aufgestellt wurden, kommen wir in Abschnitt 1.11
zu einer Klassifizierung der das elliptische Netz € invariant lassenden Kollineationen.
Dabei werden die “iiber” einer Aquivalenzklasse von M&bius-Transformationen liegen-
den netzinvarianten Kollineationen in weitere Aquivalenzklassen unterteilt.

Zur Vorbereitung fiir den zweiten Hauptteil dieser Arbeit geben wir in Kapitel 2 einen
Uberblick iiber die elliptische Netzprojektion. Die Strahlen des elliptischen Netzes & sind
paarweise windschief und jeder Punkt und jede Ebene des P?(R) ist inzident mit genau
einem Strahl aus €. Somit hat jeder Punkt und jede Ebene ein eindeutig bestimmtes Bild
in der Bildebene p : 2 = 0. Die Bilder von Geraden sind Mobiuskreise, die gewohnliche
Kreise sind, wenn die Geraden nicht parallel zu p sind. Das Doppelverhiltnis bleibt bei
der Netzprojektion invariant.

Die Bildebene i kann sowohl als Mébiusebene als auch als affine Ebene, projektiv abge-
schlossen durch den unendlich fernen Netzstrahl s.,, angesehen werden.

Es werden einige grundlegende Entsprechungen zwischen Beziehungen von Elementen
in P?(R) und denen ihrer Bilder in ;2 zusammengestellt. Dazu gehdren in der Bildebene
der Schnitt von Kreisen, die Beriihrung von Kreis und Gerade, Lotfusspunkte auf Gera-
den, Winkel zwischen zwei Geraden, Orthogonalitédt usw. und die dazu dquivalenten oder
notwendigen Tatsachen im projektiven Raum. Dabei spielt neben der Netzprojektion auch
die Normalprojektion entlang des auf 1 senkrechten Netzstrahles eine Rolle.

Mit Hilfe der eben erwihnten Beziehungen zwischen raumlichen GesetzméfBigkeiten und
denen in der Bildebene mittels Netzprojektion sind wir in Kapitel 3 in der Lage, konkre-
te Beispiele der Dreiecksgeometrie daraufhin zu untersuchen. Wir beginnen in Abschnitt
3.2 mit einem Dreieck in x4 und einer Raumgeraden g und beobachten, was sich durch die
Bewegung eines Punktes auf g mittels Netzprojektion in p ergibt. Es ergeben sich Para-
beln, die sich durch spitere Spezialisierung der Raumgeraden als die sogenannten Artzt-
Parabeln erweisen. Es werden Parabeltangenten, Parabelbrennpunkt, Tangentenberiihr-
punkte, Scheiteltangente usw. durch entsprechende Konstruktionen im projektiven Raum
beschrieben.

Die eben erwihnte Spezialisierung der Raumgeraden ist durch ein Dreieck eindeutig be-
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stimmt (wenn man von der Lage des Dreiecks in p absieht). Sie wird iiber das ellipti-
sche Netz € definierte sogenannte Netzstrahlebenen erzeugt. Diese Gerade erweist sich
als zentral fiir die weiteren Betrachtungen: mit rdumlichen Mitteln wird gezeigt, dass ihr
Schnittpunkt mit der Bildebene der Lemoinesche Punkt des Dreiecks ist. Thre Netzpro-
jektion ist der Brocard-Kreis des Dreiecks. Diese Gerade bekommt also von da an die
Bezeichnung “Brocard-Gerade”.

Im folgenden Abschnitt 3.3 betrachten wir zwei symmetrisch zur Bildebene gelegene
Punkte auf der Brocard-Geraden o, deren Netzprojektion die Brocardschen Punkte des
Dreiecks sind. Interessant ist vielleicht, wie durch diese rdumliche Gerade o so verschie-
dene Punkte wie Lemoinescher Punkt und die Brocardschen Punkte zu einer Einheit zu-
sammentreten, die allein in der Ebene betrachtet nicht so iiberschaubar zu Tage tritt.
Weiters 1a6t sich wiederum mit raumlichen Methoden mittels des elliptischen Netzes zei-
gen, wie durch die beiden Brocardschen Punkte die identen Brocardschen Winkel am
Dreieck vorhanden sind. Man kann an dieser Stelle deutlich sehen, wie das Rechnen mit
Winkeln in der affinen Bildebene 1 (ohne Ferngerade) durch die Abstédnde von zu p par-
allelen Geraden ausdriickbar ist.

Es folgt eine zweite Charakterisierung der Brocard-Geraden eines Dreiecks durch Teil-
verhiltnisse gewisser Punkte auf den Dreieckseiten und eine Aussage tiber die Identitit
der Schwerpunkte bestimmter Dreiecke mit jenem des Ausgangsdreieck, wobei nochmals
die Artzt-Parabeln in Betracht kommen.

Der vorletzte Abschnitt des 3. Kapitels handelt von den harmonisch Konjugierten der
Brocard-Geraden und deren Zusammenhang mit dem Tangentialdreieck eines Dreiecks.
Es 146t sich via elliptisches Netz recht einfach zeigen, dass das Tangentialdreieck eines
Dreiecks zu diesem perspektiv ist, wobei der Lemoinesche Punkt das Perspektivititszen-
trum ist.

Zum Abschluss folgen einige Ausblicke auf weitere Fragestellungen, die sich im Laufe
der Untersuchungen ergeben haben.

An dieser Stelle danke ich dem Betreuer dieser Arbeit, Herrn Prof. Dr. Hans Havlicek von
der Technischen Universitdt Wien sehr herzlich fiir die vielen Anregungen und Diskus-
sionen. Sie haben mir geholfen, auf einem guten Weg zu bleiben, wo oftmals Gelegen-
heiten zum Abschweifen gegeben waren. Das Ziel dieser Arbeit war es ja, ein elliptisches
Netz und die zugehorige Projektion dazu zu verwenden, um Phinomene im projektiven
Raum mit solchen in einer Ebene in einen Zusammenhang zu bringen bzw. solche Zu-
sammenhinge aufzuzeigen. Ich hoffe, dass es mir einigermallen gelungen ist, die Stirken
dieser Methode fiir weitere Fragestellungen in ein interessantes Licht zu riicken.

Weiters danke ich Herrn Prof. Dr. Georg Glaeser von der Universitit fiir angewandte
Kunst in Wien und allen seinen Mitarbeitern an der Abteilung fiir Geometrie fiir ihre
Unterstiitzung im Umgang mit dem Programmpaket Open Geometry GL. Mit diesem
wurden sdmtliche Bilder dieser Arbeit generiert.



Kapitel 1

Raumliche Kollineationen mit
invariantem elliptischen Netz

1.1 Vorbemerkungen und Bezeichnungen

1.1.1 Wir wollen in diesem Abschnitt Kollineationen im projektiven Raum P3(R) be-
trachten, die ein gewisses elliptisches Netz (eine elliptische lineare Strahlenkongruenz)
als Menge invariant lassen, d.h. die Menge der Strahlen des Netzes soll bijektiv auf sich
abgebildet werden. Zum Studium solcher Kollineationen gehen wir aus von der reellen
Mobiusebene und deren Transformationen. Diese Ebene 148t sich in die Geradenmen-
ge von P3(R) einbetten. Es wird sich zeigen, daB sich jede Mbius-Transformation der
Mobiusebene zu einer netzerhaltenden Kollineation erweitern 146t und dadurch auch alle
solche Kollineationen erfalit werden.

1.12 SeiK € {R,C}, 1 <neN.

Wir fiihren folgende Notationen ein:

x = (zg,...,z,) € K" Zeilenvektor
Lo
zl'=| : | ek Spaltenvektor
Tn
K, 0 # x € K"! Punkt in P"(K)
u'K, 0 # u € K" Hyperebene in P"(K)
{zK e P"(K) | ¢ = (1,21, ..., z,)} Menge der eigentlichen Punkte in P"(KK)
{zK € P"(K) | x = (0,21, ..., ) } Menge der unendlich fernen Punkte in

P"(K)
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A-B Produkt zweier Matrizen A, B € M,,;1(K)

x-ul Skalarprodukt zweier Vektoren in K" *!

PVvQ Verbindungsgerade zweier Punkte P, () in
P (K)

PVyg Mit einem Punkt P und einer Geraden g in-

zidente Ebene

Fiir die Inzidenz zwischen einem Punkt K und einer Hyperebene u’ K gilt:

zKeuw'Ke z-u' =0.

Die Verbindungsgerade zweier Punkte K, yK ist gegeben durch:

KV yK = {X € P"(K) | X = (sz + ty)K, (0,0) # (s,t) € K*}.

1.1.3 Ist (bK, ..., b, K, (> b;)K) ein projektives Koordinatensystem in P"(K), so wird
durch eine Matrix A € GL,,;;(K) eine Kollineation

a:(bK, ... . b,K, (O b)K) i (boAK, ..., b, AK, (D b;)AK)

in P"(K) bestimmt.

Das projektive Koordinatensystem (boK, ..., b,K, (> b;)K) ist Bild des kartesischen
Standard-Koordinatensystems (eoK, ..., e, K, (> e;)K) mittels einer Kollineation mit
Abbildungsmatrix B € GL,,,1(K):

(€K, ....e.K () e)K) — (eBK,...,e,BK, () e;)BK).

Sind nun K die homogenen Koordinaten eines Punktes pK € P*(K) bzgl.
(oK, ..., b, K, (> b,)K), also p = zoby + ... + x,b,, so ist auch vermoge der Ko-
ordinatentransformation

K — (xBAB 1K

eine Kollineation in P"(K) bestimmt, die mit « iibereinstimmt, wenn (x BAB™)K als
homogene Koordinaten des Bildpunktes p'K von pK bzgl. (boK, ..., b,K (> b;)K) auf-
gefalt werden.

Die mit der Kollineation « iibereinstimmende Koordinatentransformation einer Hyper-

ebene bzgl. des projektiven Koordinatensystems (boK, ..., b, K, (> b;)K) ist gegeben
durch

uTK — (u(BA~'B1T)TK.
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Wird das projektive Koordinatensystem (boK, ..., b,K, (> b;)K) nicht explizit
genannt, so ist immer das homogene kartesische Standard-Koordinatensystem
(eK,...,e, K, (> e;)K) in P*(K) gemeint.

Dann vereinfachen sich die obigen mit « iibereinstimmenden Punkt- und Hyperebenen-
Koordinatentransformationen zu

K — (ch)K
bzw.
u’K — (u(A‘l)T)T]K.

1.1.4 Der R-Vektorraum R" 148t sich zu einem C-Vektorraum R"™ x R™ erweitern, der
isomorph zu C" ist (sieche z.B. [3]). Eine R-linear unabhingige Familie von Vektoren
in R™ ist unter dieser Einbettung C-linear unabhéngig in C". Dies fiihrt zur kanonischen
Einbettung von P"(R) in P"(C), d.h. jedem Punkt xR € P"(R) ist der Punkt xC € P"(C)
eineindeutig zugeordnet. Entsprechendes gilt fiir Geraden, Ebenen usw. Ist also z.B. eine
Menge G von Geraden in P"(IR) gegeben, so ist klar, was unter “G in P"(C)” gemeint ist.

1.2 Die reelle Mobiusebene und ihre Einbettung in P3(R)

In diesem Kapitel betrachten wir zunéchst ein Standardmodell der reellen Mobiusebene.
Fiir ein genaueres Studium sei etwa auf [11] verwiesen. Im Anschluss daran wird ein alter-
natives Modell dieser Ebene innerhalb des reellen projektiven Raumes P3(IR) vorgestellt
und dessen Zusammenhang mit dem ersten Modell erliutert.

1.2.1 Die reelle Mobiusebene ist definiert als die projektive komplexe Gerade
PY(C) = {(20,21)C | (0,0) # (20, 21) € C*}.
Wir bezeichnen sie auch mit
Coo :=CU{o0} ={(1,2)C|z € C}U{(0,1)C}.

Der Kiirze wegen schreiben wir fiir Punkte in C,, bisweilen z und meinen damit z =
(1,2)C oder z = cc.

Es ist

Ry :=RU{xx} C C..
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Identifizieren wir den Korper C mit den Punkten der Anschauungsebene 11 := {(x,y,0) |
z,y € R} und wird diese mit einem einzigen zusitzlichen Punkt, dem Fernpunkt oo,
abgeschlossen, so erhilt man ein Anschauungsbild fiir die reelle M6biusebene P*(C).

Eine weitere Anschauung der reellen Mdbiusebene erhalten wir durch die sogenannte
stereographische Projektion, bei der die Punkte von P!(C), interpretiert als Punkte in
po U {oo}, auf die Punkte der Einheitssphire S; in R? abgebildet werden. Das Bild eines
Punktes P € pq ist der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von P und N := (0,0, 1)
(Nordpol) mit der Oberfliche der Einheitskugel S;. Das Bild des Fernpunktes oo ist N
selbst.

Auf dem Sphirenmodell S; der reellen Mobiusebene wird nun die (unendliche) Schnitt-
menge einer Ebene mit der Sphire bezeichnet als ein Mobiuskreis. Mobiuskreise sind
also zunédchst einfach Kreise auf der Einheitssphare .S;. Wird ein Mobiuskreis mittels ste-
reographischer Projektion in die Ebene 1o U {oco} zuriicktransformiert, so ist dessen Bild
entweder eine Gerade oder ein gewohnlicher Kreis, je nachdem, ob der Nordpol N im
Mobiuskreis enthalten ist oder nicht. Wir kdnnen also sagen:

Definition 1.2.2 Im Anschauungsmodell 1o U {oco} ist die Menge der Mobiuskreise die
Menge aller Geraden vereinigt mit der Menge aller Kreise.

Innerhalb der Mobiusgeometrie 148t sich also sagen:

Bemerkung 1.2.3 Durch drei verschiedene Punkte geht genau ein Mobiuskreis.

1.2.4 Mit Hilfe eines weiteren Modells der reellen Mobiusebene P! (C) erhalten wir einen
Zusammenhang mit dem dreidimensionalen projektiven Raum P3(R):

Wir ordnen jedem Punkt (zg, 2;)C € C, eine Gerade in P*(R) zu:

(20, 21)C {(Lx,y, ORV (0, —y,z, )R fiir (29,21)C = (1,2 +yi)C (L.D)

(0,1,0,0)RV (0,0,1,0)R fiir (z9,2)C = (0,1)C

Diese Funktion ist injektiv. Denn hitten zwei eigentliche Punkte in C, eine gemeinsame
Bildgerade, so miif3te diese in der Ebene x5 = 0 von ]Pf’(]R) liegen, was aber nur fiir die
oo-ferne Gerade dieser Ebene der Fall ist.

Wir bezeichnen die Bildmenge der Abbildung 1.1 mit € und die dort definierte Abbildung
mit ¥ : C, — E.

Aufgrund der Injektivitidt von ¥ kann also die Menge € von Geraden' in P?(R) als Modell
der reellen Mobiusebene C, in P3(IR) angesehen werden.

!Geraden werden i. F. auch Strahlen genannt.
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Fiir alles Weitere innerhalb dieses Kapitels notieren wir spezielle Strahlen in &:

o == U(0) = (1,0,0,0)R v (0,0,0, )R,
g1 = 0(1) = (1,1,0,0)R v (0,0,1, )R,
Joo := ¥(00) = (0,1,0,0)R Vv (0,0,1,0)R,

gi:=W(i) = (1,0,1,0)R V (0,—1,0, 1)R.

1.2.5 Wir wollen die eben definierte Abbildung ¥ noch auf eine zweite Art beschreiben.
Dazu betrachtet man die folgende Funktion vom C-Vektorraum C? in den R-Vektorraum
R*:

p:C? — R? (1.2)
(20, 21) == (@0 + Yoi, 1 + i) —  (To, T1, Y1, Yo)- (1.3)

Mit Hilfe von ¢ 146t sich die Menge der Punkte eines Strahles in £ angeben:
€ 3 U((20,21)C) = {(¥(azp, az1))R € P*(R) | a € C*}. (1.4)

Man kann also sagen:

Bemerkung 1.2.6 Mittels ¢y werden die Reprisentanten eines projektiven Punktes in
C. = P!(C) abgebildet auf die projektiven Punkte des zugeordneten Netzstrahles.

1.3 Elemente der Liniengeometrie

Wir benotigten im weiteren Verlauf Begriffe und Tatsachen der Liniengeometrie, die hier
in Kiirze und groBteils ohne Beweise zusammengestellt werden. Zur Vertiefung siehe z.B.
[12].

Definition 1.3.1 Zu einer Menge A von Geraden in P3(R) heiBt
T(A):={geP*R)|gNna#Vac A} (1.5)

die Menge der Treffgeraden® an A.

Wir schreiben kurz: T(T'(A)) =: T*(A) und T'({ay, ..., a,}) =: T(ay, ..., a,).

Definition 1.3.2 Sind a, b, ¢ drei paarweise windschiefe Geraden in P*(RR), so nennt man
die Treffstrahlenmenge R := T'(a, b, c) eine Regelschar. Die Menge L := T'(R) nennt
man die zu R gehorende Leitschar. Die Elemente von R bzw. L heillen Regelgeraden
bzw. Leitgeraden.

2auch Treffstrahlen genannt.
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Satz 1.3.3 Ist R eine Regelschar und L := T(R) die zugehirige Leitschar, so gelten:

1. R und L enthalten je nur paarweise windschiefe Geraden und RN L = ().

2. R und L sind beides Regelscharen. Es ist R = T(L) = T*(R),L = T(R) = T*(L).
Insbesondere ist also jede Schar die Leitschar der anderen.

3. Fiir je drei Geraden 1,749,735 € R, 13,132,153 € List L =T (r1,79,73), R =T(l1,12,13).
Fiir drei paarweise windschiefe Geraden a, b, c ist T*(a,b,c) =: (a, b, c) die einzige Re-
gelschar; die a, b, c enthdlt.

Bemerkung 1.3.4 Die Regelschar (a, b, ¢) nennen wir “die von a, b, ¢ aufgespannte Re-
gelschar”.

Lineare Strahlenkongruenzen werden als Fixstrahlengebilde gewisser Kollineationen ein-
gefiihrt. Dazu zunéchst

Definition 1.3.5 Eine Kollineation (ungleich Identitit) in P3(R) heiBt geschart, wenn sie
eine Regelschar R aus Fixstrahlen besitzt.

Der Charakterisierung gescharter Kollineationen dienen die folgenden drei Sitze.
Zundchst

Definition 1.3.6 Eine Kollineation in P*(R) heiBit zentral, wenn sie eine Fixpunktebene
und ein Fixebenenbiindel besitzt.

Satz 1.3.7 Eine Kollineation ¢ in P3(R) ist genau dann zentral, wenn jede Gerade g ihr
Bild ((g) trifft.

Satz 1.3.8 Besitzt eine nicht zentrale Kollineation (3 in P3(R) in jedem Punkt oder in
Jjeder Ebene eine Fixgerade, so ist sie geschart. Fiir jede Gerade |, die windschief zu [3(1)
ist, bilden die | treffenden Fixgeraden eine Regelschar R(l).

Die Umkehrung des letzten Satzes gilt auch:

Satz 1.3.9 Jeder Punkt und jede Ebene einer gescharten Kollineation 3 tragen mindes-
tens einen Fixstrahl, und zwar genau einen, wenn sie nicht einer Fixpunktgeraden von (3
angehdoren.

Satz 1.3.10 Sei (3 eine gescharte Kollineation und 8 die Menge ihrer Fixstrahlen. Dann
tritt genau einer der drei folgenden Fiille ein:

1. (3 hat weder Fixpunkte noch Fixebenen. Je zwei Fixstrahlen sind windschief. T'(S) = ()
und jeder Punkt bzw. jede Ebene in P3(R) ist inzident mit genau einem Strahl aus 8.

2. Es gibt eine Gerade t, deren Punkte und Ebenen genau die Fixpunkte bzw. Fixebenen
von (3 sind. Es ist {t} = T'(8) und
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8§ = U{T%t,r)|r e R},

eine Vereinigung von Strahlenbiischeln, wobei R C § eine beliebige Regelschar aus Fix-
strahlen von (3 ist, die t als Leitgerade hat.

3. Es gibt zwei windschiefe Geraden u, v, deren Punkte und Ebenen genau die Fixpunkte
bzw. Fixebenen von 3 sind. Es ist {u,v} = T(8 \ {u,v}) und

S\ {u,v} =T (u,v).

Definition 1.3.11 In Entsprechung zu den Fillen von Satz 1.3.10 nennt man
1. 8 eine elliptische (lineare) Kongruenz’,
2. 8 eine parabolische (lineare) Kongruenz; mit der Leitgeraden ¢ und

3. 8\ {u, v} eine hyperbolische (lineare) Kongruenz; mit den Leitgeraden u, v.

Bemerkung 1.3.12 Wenn wir im Folgenden von linearen Kongruenzen 8 sprechen, so ist
im hyperbolischen Fall immer “S ohne die beiden Leitgeraden” gemeint!

In den Fillen 2 und 3 des Satzes 1.3.10 ist jede solche Menge S (im Fall 2 zu einer Regel-
schar R mit einer Leitgeraden ¢, im Fall 3 zu windschiefen Geraden u, v) eine parabolische
bzw. hyperbolische Kongruenz.

Satz 1.3.13  (a) Zu einer Regelschar R mit Leitschar L und einer weiteren Geraden
a ¢ R gibt es genau eine lineare Kongruenz 8 := 8(R, a), die R und a enthiilt. Ihre
Leitgeraden sind genau T'(8) = LN T(a).

(b) Sind S, 8’ lineare Kongruenzen und 8 C &', so ist § = §'.

(c) Eine lineare Kongruenz § ist “Biischel- und Regelschar-abgeschlossen”, d.h. &
enthdlt mit zwei sich treffenden Geraden das ganze davon aufgespannte Biischel,
mit drei paarweise windschiefen Geraden die ganze davon aufgespannte Regel-
schar.

Fiir jeden der drei Typen einer linearen Kongruenz sei nun ein konkretes Beispiel gegeben:
1. Elliptische Kongruenz:

Sei 3 die zur Matrix

0 -1 0 0
1 0 0 O

A=10o 0 o -1 (1.6)
0 0 1 0

3oder ein elliptisches Netz.
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gehorende Kollineation in P3(R). Dann hat Det(A — AE) = (A\? + 1)2 = 0 keine reelle
Losung, also 3 keinen Fixpunkt und keine Fixebene. Wegen A? = — E ist (3° die Identitiit.
Somit ist die Menge der Fixgeraden von (3 genau

$={PVA(P)|PecPR))}.

Nach Satz 1.3.8 ist 3 geschart. Je zwei verschiedene Fixgeraden sind windschief, 7'(8) =
(), jeder Punkt P bzw. jede Ebene ¢ ist inzident mit genau einem Strahl aus § (¢ ist inzident
mit Fixstrahl € N G(¢)). § ist eine elliptische Kongruenz.

2. Parabolische Kongruenz:
Sei (3 die zur Matrix

1000
0100

A= 1010 (1.7)
0101

gehdrende Kollineation in P3(R). Die Gleichung Det(A — AE) = 0 hat die Lésung A = 1
und man findet, dass ¢ := eyR V e;R die einzige Fixpunkte- und Fixebenengerade von (3
ist. Fiir jeden Punkt P ¢ ¢ hat die Gerade P V 3(P) einen Punkt mit ¢ gemeinsam und ist
somit eine Fixgerade von /3. Die Fixstrahlmenge von (3 ist also

8 ={PVB(P)|P¢t}.

Da (3 nicht zentral ist, ist 3 nach Satz 1.3.8 eine gescharte Kollineation und § eine para-
bolische Kongruenz.

3. Hyperbolische Kongruenz:
Sei (3 die zur Matrix

10 0 O
01 0 0

A= 00 -1 0 (1.8)
00 0 -1

gehorende Kollineation in P3(R). Hier sind die beiden Geraden u = egR V e;R und
v = esR V esR die einzigen Fixpunkte- und Fixebenengeraden von (3, wie man sich
wiederum durch Losen der entsprechenden Eigenwertaufgabe leicht klar macht (die Ei-
genwerte sind 1 und —1). Durch jeden Punkt P, der nicht auf « und nicht auf v liegt,
geht die Fixgerade P Vv 3(P). Da [ nicht zentral ist, ist 5 nach Satz 1.3.8 eine gescharte
Kollineation (harmonische Spiegelung an « und v) mit Fixstrahlmenge

S={PVQ|PcuQecn}.
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S ist eine hyperbolische Kongruenz.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass die Unterscheidung der drei Typen linearer Kon-
gruenzen als verschiedenartige Fixstrahlmengen gescharter Kollineationen auch in Hin-
sicht der projektiven Aquivalenz sinnvoll ist.

Satz 1.3.14 Fiir jede Projektivitit (Kollineation oder Korrelation) ¢ in P3(R) ist ©(8)
eine Kongruenz vom selben Typ wie 8.

Die Umkehrung gilt ebenso. Dazu zunéchst die folgenden beiden Hilfssitze:

Lemma 1.3.15 Seien R und R’ zwei Regelscharen in P3(R) und L bzw. L' die zugehéri-
gen Leitscharen. Weiters seien p : R — R' und \ : L — L' zwei Projektivitiiten.
Dann gibt es genau eine Kollineation ¢, fiir die gilt:

pir = pund ), = .

Lemma 1.3.16 Ist S eine elliptische oder eine hyperbolische Kongruenz, so gibt es ei-
ne eindeutig bestimmte involutorische gescharte Kollineation, die S erzeugt (gemdf3 Satz
1.3.10).

Bemerkung 1.3.17 Man nennt die zu einer elliptischen bzw. hyperbolischen Kongruenz
eindeutig existierende Involution “elliptische” bzw. “hyperbolische gescharte Involution”

Satz 1.3.18 Sind 8 und §8' zwei lineare Kongruenzen in P*(R) vom selben Typ, so sind sie
projektiv dquivalent, d.h. es gibt eine Kollineation ¢ mit ¢(8) = §'.

Beweis. Wir behandeln zuerst den hyperbolischen Fall:

Seien u, v die windschiefen Leitgeraden der Kongruenz § und v, v’ jene der Kongruenz
8. Dann lassen sich auf u und v je zwei verschiedene Punkte P;, P, bzw. P;, P, sowie
ein weiterer Punkt P so finden, dass P, P», P35, Py, P5 ein projektives Koordinatensys-
tem darstellen (oder anders gesagt: die fiinf Punkte haben allgemeine Lage, bilden einen
Rahmen). Analog lassen sich fiinf Punkte P/, Py, P}, P;, P in allgemeiner Lage finden,
von denen Pj, P, € v/ und Pj, P; € v'. Durch die Vorschrift P, — P/ firi =1,...,5
wird eine Kollineation ¢ definiert, fiir die p(u) = v’ und p(v) = v’ gilt und somit auch
©(8) = & erfiillt ist.

Nun der parabolische Fall:

Die Kongruenz § habe die Leitgerade ¢ und enthalte die Regelschar R, entsprechend habe
8 die Leitgerade ¢’ und enthalte die Regelschar R'. Ist L die Leitschar von R und L’ jene
von R, so sei A : L — L’ eine beliebige Projektivitit mit A(t) = t'. Weiters sei p :
R — R’ eine beliebige Projektivitit (eindeutig bestimmt durch drei Paare zugeordneter
Regelstrahlen). Nach Lemma 1.3.15 gibt es eine Kollineation ¢ mit ¢(t) = ¢’ und ¢(R) =
R'. Somit ist aber auch p(8) = §'.
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Zuletzt zum elliptischen Fall:

GemiBl Lemma 1.3.16 und Bem. 1.3.17 sei 3 die zur Kongruenz § gehorige elliptische
gescharte Involution. Weiters sei R C § eine Regelschar mit zugehoriger Leitschar L und
n = B : L — L die durch § auf L induzierte elliptische Involution.

Entsprechend seien zur Kongruenz 8’ die elliptische gescharte Involution 3’ sowie R’ C
§,L'undn := ﬂ(L, : L' — L' definiert.

Sei nun (4,1, (., 1;) eine harmonische Darstellung der elliptischen Involution 7, d.h.
n(ly) = le,n(ly) = lgund ly, 1y, 1., 1y € L liegen harmonisch zueinander. Dasselbe gelte
fiir ein Quadrupel (1,1}, 1.,1,) bzgl. 1.

Wir definieren eine Projektivitit A : L — L’ vermoge \(l,) := 1., AM(lp) = 1, A(l.) = L.
Wegen der harmonischen Lage von [, Iy, l., g und I, [}, I., I/, ist Ap = '\ auf L.

Eine zweite Projektivitit p : R — R’ sei irgendwie definiert.

Nach Lemma 1.3.15 gibt es genau eine Kollineation ¢ mit ¢, = A und ¢|r = p. Daraus
folgt, dass ¢ = ('@ auf L. Fiir ein r € R gilt: o(8(r)) = ¢(r) = p(r) = F'(p(r)) =
B'(¢(r)), also auch 3 = ['¢ auf R. Nochmals mit Lemma 1.3.15 (Eindeutigkeit der
Kollineation) folgt schlieBlich, dass 3 = 3¢ auf P3(R).

Fiir eine Gerade s € 8 gilt 3(s) = s, also #'(¢(s)) = ¢(6(s)) = ¢(s), d.h. p(s) ist ein
Fixstrahl von ' und somit Element von §&'. Es ist also ¢(8) C §'. Mit Satz 1.3.14 und
Satz 1.3.13(b) folgt (8) = §'. O

1.4 Das elliptische Netz &

Sei € die in Abschnitt 1.2 definierte Strahlenmenge. Dann gilt:

Satz 1.4.1 Jeder Punkt und jede Ebene in P3(R) ist inzident mit genau einem Strahl aus
E.

Beweis. Ist P := (a,b,c,d)R € P3(R) und
P, :=(a+di,b+ ci)C € C,, (1.9)

so liegt P auf dem Strahl (P, ) € €. Einen weiteren Strahl € € durch P kann es wegen
(1.4) nicht geben.

Iste := (a,b,c,d)"R eine Ebene in P*(R) und
en = (=b+ci,a—di)C € Cy, (1.10)

so liegt der Strahl ¥(e,,) € € in der Ebene ¢, wie man nachrechnet. Einen weiteren Strahl
aus &, der in ¢ liegt, kann es nicht geben, da sonst durch den Schnittpunkt mit dem ersten
Strahl zwei Strahlen € € liefen. O
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z-Achse

Abbildung 1.1: Das elliptische Netz &

Satz 1.4.2 Die Strahlenmenge € ist eine elliptische lineare Kongruenz. (Abb. 1.1).

Beweis. Sei (3 die zur Matrix

0 0 01
0 0 10
0 -1 0 0 (1.11)
-1 0 0 0

gehorende Kollineation in P3(R). /3 hat keine Fixpunkte in P*(IR) und ist also auch keine
zentrale Kollineation. In jedem Punkt und in jeder Ebene besitzt 3 einen Strahl aus € (Satz
1.4.1) als Fixstrahl (leicht zu priifen). Nach Satz 1.3.8 ist § somit eine gescharte Kollinea-
tion. Wegen der Abwesenheit von Fixpunkten und Fixebenen ist 5 vom elliptischen Typ
(Satz 1.3.10) mit Fixstrahlmenge €. Letztere ist also eine elliptische lineare Kongruenz.
0

Es sei bemerkt, dal die im Beweis benutzte Kollineation (3 ein Spezialfall von Kollinea-
tionen ist, die wir in Abschnitt 1.9 ausfiihrlicher behandeln werden.

Sie ist involutorisch und bildet die xy-Ebene ab auf die unendlich ferne Ebene in P3(R). In
der Abbildung 1.2 werden die Punkte einer xy-parallelen Ebene entlang der zugehdrigen
Netzstrahlen aus € verschoben.
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z-Achse

Abbildung 1.2: Beweis des Satzes 1.4.2; die Kollineation /3

1.5 Die Leitgeraden des elliptischen Netzes

Eine hyperbolische Kongruenz besitzt in P?(R) zwei windschiefe Leitgeraden, durch die
sie eineindeutig bestimmt ist (siehe Satz 1.3.10). Genau dasselbe ist der Fall fiir eine ellip-
tische Kongruenz, wenn man sich diese eingebettet denkt in den komplexen projektiven
Raum P3(C): darin hat & zwei eindeutig bestimmte komplexe windschiefe Leitgeraden
u und v. Wir zeigen, dass die Menge der komplexen projektiven Punkte je einer dieser
Leitgeraden in Bijektion steht zur Strahlenmenge des elliptischen Netzes & in P3(R).

Satz 1.5.1 Die Leitgeraden u,v von & in P3(C) haben die Gestalt

u = (1,0,0,—i)CV (0,1,—i,0)C, (1.12)
(1,0,0,4)C V (0,1,4,0)C. (1.13)

Beweis. go, g1, g und g; seien die in 1.2.4 definierten Netzstrahlen. L, sei die Leitschar
von Ry := (go, g1, goo ), L die Leitschar von Ry := (go, g1, ¢;). Nach Satz 1.3.13(a) ist £
durch R; und g; eindeutig bestimmt und 7'(€) = Ly N T(g;) = L1 N Lo.

Eine Darstellung der Leitschar L; ergibt sich, indem man fiir den Punkt X =
(r,r,s,8)R € g; (wobei (0,0) # (r,s) € R?) die Ebenen gy V X mit g, und g, V X mit
go schneidet und so die beiden Punkte (0,7, s,0)R € g, bzw. (1,0, 0, s)R € g, erhilt.
Analog kommt man zu einer Darstellung der Leitschar L.



1.5 Die Leitgeraden des elliptischen Netzes € 16

Es ist demnach
Ly = {(r,0,0,5)RV(0,r,5,0)R | (0,0) # (r,5) € R*},
Ly = {(s,7,5,—7)RV (r —5,0,0,7 + s)R | (0,0) # (r,5) € R*}.
Zur Bestimmung des Durchschnitts L; N Ly in P?(C) suchen wir jene (r, s) € C?, (r, s) #
(0,0), fiir die
(r,0,0,)CV (0,r,5,0)0C = (s,r,s,—r)CV (r —s,0,0,7 + s)C.

Fiir solche (r,s) € C? ergibt sich, dass sie die Gleichung r? + s* = 0 erfiillen miissen,
welche tiber C die beiden Losungen r = ¢s und = —is besitzt. Damit folgt die behaup-
tete Gestalt der imagindren Leitgeraden u, v von €. U

Bemerkung 1.5.2 Die komplexen Leitgeraden u und v des elliptischen Netzes £ sind
durch dieses eindeutig bestimmt.

Im nichsten Satz wird nun gezeigt, wie die Punkte der komplexen projektiven Geraden
P!(C) = C und die Punkte der komplexen projektiven Leitgeraden u in P3(C) (analog
fiir die Punkte der Leitgeraden v) jeweils bijektiv auf die reellen Strahlen des elliptischen
Netzes € abgebildet werden konnen:

Satz 1.5.3 Die beiden Abbildungen

e
(>\7 1y _:U’Zv _/\Z>C = ()‘07 Mo, K1, )\I)R \ (_)‘17 —H1, Ho, )‘O)R7

u

l

& — C,
()\07N07/~017>\1)R\/(—)\1,—M17/L07)\0>R = ()\7,“)@

sind Bijektionen, wobei (\, 1) := (Ao + Aii, po + pa7) € C2\ {(0,0)}.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daB die zweite Abbildung gleich ¥~ ist, wobei ¥ die in
(1.1) definierte bijektive Funktion C,, — & ist. Weiters ist
Cc?* — C(1,0,0,—i) +C(0,1,—4,0)
(A p) — A1,0,0,—4) + (0,1, —4,0) = (A, p, —pi, —Ai)

ein C-Vektorraumisomorphismus, also

f:Cx — u
A p)C = (A p, —pi, —i)C

bijektiv. Somit ist auch die erste Abbildung = U f~! bijektiv. U
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Bemerkung 1.5.4 Sei G := (A, u, —pi, —Ai)C € uwund

g = ()\0, Lo, U1, )\1)]R V (_)\17 —H1, Ko, >\0>R €&

der G bijektiv zugeordnete Netzstrahl.

Dann ist

((Aos pos f11, A1) — i(= A1, —pa, fo, Ao))C = G und
((/\O,Mmm, )\1) + i(_>\1, —H1, Mo, /\0))C =G,

d.h. der Netzstrahl g in P3(C) enthilt die Punkte G € wund G € v, also g = G V G in
P3(C).

1.6 Mobius-Transformationen

Nachdem wir uns mit den beiden Modellen C., und € (Abschnitte 1.2, 1.4, 1.5) der reellen
Mobiusgeometrie ein wenig vertraut gemacht haben, geht es nun im Folgenden darum, die
relevanten Transformationen innerhalb des einen Modells mit jenen innerhalb des anderen
Modells in eine Beziehung zu bringen. Dazu verschaffen wir uns zuerst einen Uberblick
tiber die bijektiven Transformationen in C,,. Beziiglich unbewiesener Behauptungen in
diesem Abschnitt sei wiederum auf die Literatur verwiesen (z.B. [11]).

1.6.1 Eine Mobius-Transformation in C, ist eine bijektive Abbildung von C,, nach C,.
Die Gruppe aller Mobius-Transformationen teilt sich in zwei Klassen, die Untergruppe
der gleichsinnigen und die Menge der gegensinnigen Mobius-Transformationen.

Ist M € GLy(C), so sind die gleichsinnigen Mobius-Transformationen von der Gestalt

C — C,
(Zo,Zl)C = ((20,21>M)(C

und die gegensinnigen Mobius-Transformationen von der Gestalt

Ce — Cq
(Z(),Zl)(c = ((2_072_1)M)C

Wir bezeichnen mit I'(C) die Gruppe der gleichsinnigen und mit I',(C) die Menge der
gegensinnigen Mobius-Transformationen.

Fiir beide Arten von Mobius-Transformationen gilt ein Transitivitétssatz:
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Satz 1.6.2 Sind p1, p2, ps und py, p, ps jeweils drei verschiedene Punkte in Cy, so gibt
es genau ein pu € I'(C) mit p(p1) = p, p(p2) = ph und p(ps) = ph.

Satz 1.6.3 Sind py, p2, ps und p', py, ps jeweils drei verschiedene Punkte in C,, so gibt
es genau ein ju € U'(C) mit p(p1) = p, p(p2) = ph und p(ps) = ps.

Die gleichsinnigen Mébius-Transformationen sind Projektivititen von P*(C) und haben
somit einen, zwei oder mehr als zwei Fixpunkte. Im letzten Fall handelt es sich um die
Identitit.

Die gegensinnigen M&bius-Transformationen (Anti-Projektivitdten) haben entweder kei-
nen, einen, zwei oder mehr als zwei Fixpunkte. Im letzten Fall ist die Fixpunktmenge ein
Mobiuskreis (siehe Abschnitt 1.2.1).

Satz 1.6.4 Ist i ein Element von I'(C) bzw. I',,(C) mit Fixpunktmenge F' und ist ¢ €
[(C)UT(C), soist pup~" ein Element von T'(C) bzw. T.(C) mit Fixpunktmenge o(F).

Aus Satz 1.6.4 ergibt sich

Bemerkung 1.6.5 Jede Mobius-Transformation y bestimmt eine Aquivalenzklasse

{one™ [ ¢ € T(C)UTL(C)}
von Mobius-Transformationen vom selben Typ und mit gleichartiger Fixpunktmenge.

Fiir zwei dquivalente Mobius-Transformationen i1, (1o mit Abbildungsmatrizen M; bzw.
M5 schreiben wir p11 ~ 1 oder auch My ~ Ms.

Nach Satz 1.6.4 und Bemerkung 1.6.5 lduft die Klassifikation aller Mobius-
Transformationen darauf hinaus, zu jedem Transformationstyp und jeder Art von Fix-
punktmenge ein Vertretersystem aufzustellen. Dabei darf man sich fiir die Klassifikati-
on von I'(C) auf die Fixpunktmengen {oo}, {0, 00}, C, und fiir die Klassifikation von
I',(C) auf die Fixpunktmengen @), {co}, {0, 00}, R, beschrinken.

1.6.6 Klassifizierung der gleichsinnigen Mobius-Transformationen:
Sind pi1, po € T'(C) mit Matrizen M; bzw. Mo, so ist

py ~ g < 3T € GLy(C), 3t € C* : Mot € {T'M, T, T~ "M, T}. (1.14)

Die zu T gehdrende Mobius-Transformation ist im Fall Myt = T~'M;T aus T'(C) und
im Fall Myt = T~'M,T aus T',,(C).

Ist 4 € T(C) mit der Fixpunktmenge {0, oo}, so hat ;1 eine Abbildungsmatrix ( (1) 2 )

mit o € C* \ {1}. Eine solche Transformation  ist eine Drehstreckung mit Zentrum 0.
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Lemma 1.6.7 Fiir j11, s € T'(C) mit Fixpunktmenge {0, 00} und den Abbildungsmatri-

zen M, = ((1) 2) bzw. M, = ((1] g) mit o, f € C*\ {1} gilt:

fi1 ~ pig & My € {My, My, My, My '}

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass ji; ~ fio. Dann folgt entweder Mot = T~ M, T (Fall

a) oder Myt = T~ M, T (Fall b) fiir ein ¢ € C*. Wir schreiben 7" = ( CCL Z ) . In beiden

Fillen hat man die Gleichungen at = a und b3t = b.

Im Fall (a) ist t? = Det(Mst) = Det(M;) = a.

Ist a # 0, so folgt ¢ = 1 und damit 3 = a.

Ist @ = 0, so folgt b # 0 und damit 3¢ = 1 und schlieBlich 3 = o~

Im Fall (b) ist 5t> = Det(Mst) = Det(M;) = @. Analog zu Fall (a) folgt jetzt 3 = @
oderf=a'=al L

Ist umgekehrt My € {M;, M M, M '}, also etwa My = M; ', soist p1 ~ po

é)undt:a. O

vermoge 1" = ( 0
a

o . 10
Aus Lemma 1.6.7 ergibt sich, dass die Menge {(O a) | Im(a) > 0, || > 1,0 # 1}

ein Vertretersystem der Aquivalenzklassen aller gleichsinnigen Mobius-Transformationen
mit genau zwel Fixpunkten darstellt.

Lemma 1.6.8 Jedes ;v € T'(C) mit genau einem Fixpunkt ist dquivalent zur Translation

langs R, mit der Matrix < (1) } )

Beweis. Gemal Satz 1.6.4 diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass der Fixpunkt von p gleich

a 1 .
0 d)' Wire nun d # a, dann

hiitte /1 einen weiteren Fixpunkt (1, —)C # oo, wie man leicht nachrechnet. Es ist also

oo ist. Dann hat i eine Abbildungsmatrix der Gestalt (

0 0 a
I _[fa a) _ 11
gilt: T MT(0 a)a(O 1). U

Aus den bisherigen Uberlegungen erhalten wir die Tabelle 1.1 von Reprisentanten aller
Aquivalenzklassen gleichsinniger Mobius-Transformationen.

d=aund M := @ c1L eine Abbildungsmatrix von p. Setzt man 7' := ( L0 ) SO
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Bez. Transformation Matrix Fixpunkte
10

GLS-I | Identitit (0 1) Cx

GLS-II | Drehstreckung mit Zentrum 0 ( (1) 2 ) {0, 00}
Im(a) >0
la] > 1
a#1

GLS-III | Translation ldngs R, (é 1) {0}

Tabelle 1.1: Reprisentanten gleichsinniger Mobius-Transformationen.

1.6.9 Klassifizierung der gegensinnigen Mobius-Transformationen:
Sind 11, p2 € T'(C) mit Matrizen M; bzw. M, so ist

f ~ pp < 3T € GLy(C), 3t € CF = Myt € {T- "M, T, T-'M,T?}. (1.15)

Die zu T' gehorende Mobius-Transformation ist im Fall Myt = T-'M;T aus I'(C) und

im Fall Myt = T-1M,T aus ', (C).

Aus Satz 1.6.3 folgt, dass es genau eine gegensinnige Mobius-Transformation gibt, die
einen Mobiuskreis als Fixpunktmenge besitzt. Eine solche Transformation ist die Inver-
sion (oder Spiegelung) an diesem Mdobiuskreis. Ein Vertreter dieser Klasse ist gegeben

durch die Abbildungsmatrix ( (1) (1) ) mit Fixpunktmenge R.
Zur Bestimmung der Aquivalenzklassen gegensinniger Mobius-Transformationen mit ge-

nau zwei Fixpunkten beniitzen wir Lemma 1.6.11. Dieses wiederum benotigt einen klei-
nen Hilfssatz:

Hilfsatz 1.6.10 Ist z € Cund |z| = 1, so gibt es einr € C* mit z = L.

Beweis. Im Fall z = —1 gilt die Behauptung mit 7 := i — .
Im Fall z # —1 gilt die Behauptung mit r := 2z + 1, wie man leicht nachrechnet. U

Lemma 1.6.11 Ist p € T'.(C) mit der Fixpunktmenge {0, 00}, so ist y Hintereinan-
derausfiihrung einer Streckung mit Zentrum 0 und positivem Faktor und der Spiegelung

an R, (eine Streck-Inversion ldangs R.,), hat also eine Abbildungsmatrix ( (1) 2 ) mit
uwe R\ {1}.
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Beweis. Aufgrund der Fixpunkte 0 und oo hat p jedenfalls eine Abbildungsmatrix

((1) 2) mit d € C*. Nach Hilfssatz 1.6.10 gibt es ein »r € C* mit ‘d| = Z. So-
10 T
mit ist ((1) 2) _ (0 ﬂ) _ ;(T |0d| ) Ist o € T(C) mit Abbildungsmatrix

T ((1) 0) so hat ! die Abbildungsmatrix T ( |Od\ ) T-1 —7 ((1) |2‘ )

Lemma 1.6.12 Fiir y1, o € T (C) mit Fixpunktmenge {0, 00} und den Abbildungsma-

trizen My = ((1) 2) bzw. My = ((1) ?}) mit u,v € RT\ {1} gilt:

pi ~ o < My € {My, M1}

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass j1; ~ ps. Dann folgt Myt = T M, T fiireint € C*.
Schreiben wir T' = ( CCL 2 ), so hat man die Gleichungen at = a, but = bund ¢ = uc.

Es ist vt? = Det(Mat) = Det(T- 1M T) = usd=te,
Ist a # 0, so folgt aus at = a, dass |t| = 1 und folglich |v| = |ul, also v = u.
Ista = 0,s0istb # 0und c # 0. Aus bvt = b folgt, dass |vt| = 1 und aus ¢t = uc folgt,

dass [t| = |ul, also zusammen |vu| = 1 und deswegen v = +

Ist umgekehrt My = M, ', so ist i ~ iy vermoge T = (2 (1) ) und ¢ = wu. O

Aus Lemma 1.6.12 ergibt sich, dass die Menge { ( (1) 2 ) | 1 < u € R} ein Vertreter-

system der Aquivalenzklassen aller gegensinnigen Mobius-Transformationen mit genau
zwei Fixpunkten darstellt.

Lemma 1.6.13 Jedes € T'.(C) mit genau einem Fixpunkt ist dquivalent zur Gleit-

Inversion lings R, mit der Matrix < (1) } )

Beweis. Gemil Satz 1.6.4 diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass der Fixpunkt von p gleich
oo ist. Dann hat ;o eine Abbildungsmatrix der Gestalt ( (1) Z) =: M. Wir definieren

w := b+ bd. Es ist u # 0. Denn wire u = 0, so hiitte 1 den lepunkt >, wie man leicht

b+bd

nachrechnet. Weiters ist dd = 1. Denn wire dies nicht der Fall, so wire 2% - ein Fixpunkt

von /i, wie man wiederum leicht nachrechnet. Aus dd = 1 folgt d = u, wovon man sich
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miihelos iiberzeugt.

1 b
Nun sei ¢ € I'(C) mit der Abbildungsmatrix 7' := < 0 _21u > Dann hat o~ !uyp
die Abbildungsmatrix TMT~' = Pom )~ (42 a2 Mit S =
0 d 0 d 2\ 0 2)/)° )
10 (21, (11
( 0 2 ) erhalten wir schlieflich S < 0 2) S=2 ( 1 > 0

Lemma 1.6.14 Ist i € T'.(C) ohne einen Fixpunkt zu besitzen, so hat i eine Abbildungs-
1
matrix der Gestalt (g 0 ) wobei 1 # o € C und |a| = 1 (eine Dreh-Inversion am

Einheitskreis).

Beweis. Wegen p?> € T'c hat ? mindestens einen Fixpunkt E. Sei u(E) =: F # E.
Dann ist u(F) = p?(E) = E und somit y*(F) = u(E) = F, also hat u? zwei ver-
schiedene Fixpunkte, die von p vertauscht werden. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass
0 und oo die beiden Fixpunkte von 2 sind - und 4 vertauscht diese. Das heiBt aber, dass

1 eine Abbildungsmatrix M := ( (c) b ) besitzt. Es 148t sich leicht nachrechnen, dass p

0
den Mobiuskreis mit Mittelpunkt 0 und Radius r := /( |%]) invariant 1d8t. Die Mdbius-
Transformation ¢ € ['(C) mit Abbildungsmatrix 7' := ((1) 2) bildet diesen Kreis

ab auf den Einheitskreis. Weiters ist x4 dquivalent zu e !

b

— 0o ° 0 1 2 2 :
“IMT = r) =2 rle — r2c
T-'MT = (rc 5 2 ( TZC 0 ) wobei | €| = 1. Dabei ist 3¢ # 1, da  sonst die
Inversion am Einheitskreis wiire. U

mit der Abbildungsmatrix

Lemma 1.6.15 Fiir y1, ps € T'(C) mit leerer Fixpunktmenge und den Abbildungsma-

trizen M, = (2 é) bzw. My = (g é) mit « # 1,|la] = 1,8 # 1,16 =1

gilt: o
p1 ~ po < My € {My, My}

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass j; ~ jo. Dann folgt entweder Myt = T—1 M, T (Fall

a) oder Myt = T—IM,T (Fall b) fiir ein t € C*. Wir schreiben T' = ( i 2)

Im Fall (a) gelten die Gleichungen bf3t = ¢, at = d, dft = aa, ¢t = ab.
Ist a # 0, so folgt d # 0 und weiter aus der zweiten und dritten der obigen vier Gleichun-

gen: f=2a=%a= ‘3—'2& und daraus |a| = |d|, also 3 = a.

Ista = 0, so folgt d = O und b # 0, ¢ # 0 und weiter aus der ersten und vierten der obigen
= 2

vier Gleichungen: o = = = % =1, weil o8] = 1. Alsoist 3 = = =a.
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Im Fall (b) gelten die Gleichungen b3t = ¢, at = d, df3t = aa,ct = ab.
Wie im Fall (a) gilt: ai() =0f=aunda=0= (=a.
Ist umgekehrt My = M, so ist uy ~ pe vermoge ¢ € I',(C) mit der Abbildungsmatrix

T = (é _OZ. ) (¢p ist die Inversion an (Ri) ), da T 1M T = (; (1)) =M, O

Lemma 1.6.15 besagt, dass die Menge {( 2 (1) ) | a # 1, |a| = 1,Im(a) > 0} ein Ver-
tretersystem der Aquivalenzklassen aller gegensinnigen Mobius-Transformationen ohne
Fixpunkt darstellt.

Zusammenfassend erhalten wir nun die Tabelle 1.2 von Repriisentanten aller Aquivalenz-
klassen gegensinniger Mobius-Transformationen.

Bez. Transformation Matrix Fixpunkte
GGS-1 Inversion an R, é ? ) Ry
- 1 0

GGS-1I | Streck-Inversion lidngs R, ( 0 u ) {0, 00}

l<uelR
GGS-III | Gleit-Inversion langs R, ( (1) 1 ) {0}
GGS-1V | Dreh-Inversion am Einheitskreis ( 2 (1) ) 0

Im(a) >0

laf =

a#l

Tabelle 1.2: Reprisentanten gegensinniger Mobius-Transformationen.

Bemerkung 1.6.16 Fiir @ = 1 in GGS-IV erhilt man einen weiteren Vertreter der Klasse
GGS-I, die Inversion am Einheitskreis.

Fiir « = —1 in GGS-1IV erhilt man die elliptische Inversion am Einheitskreis, das ist eine
Drehung um 180 Grad gefolgt von der Inversion am Einheitskreis.

1.7 Erweiterung von Mobius-Transformationen

Es sollen nun gleich- bzw. gegensinnige Mobius-Transformationen zu solchen Kollinea-
tionen in P*(R) erweitert werden, die das elliptische Netz & invariant lassen.
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1.7.1 Sei M = <?; ? ) € GLy(C) mit

a = ag+aqi,
6 = by~ b,
v o= o+,
0 = dy+ dqi.

Wir erweitern M zu einer Matrix M € GL4(R):

Qo bo b

ir. Co dy di ¢
B —cp —dy dy co
—a —bl b() Qo

(1.16)

Der folgende Satz zeigt, dass die Matrixerweiterung M — M vertrdglich ist mit der
Gruppenstruktur von GLy(C) bzw. GL4(R).

Satz 1.7.2 Die Abbildung

M — ]\7

ist ein Gruppenmonomorphismus.

Beweis. Die Abbildung
CX — GL2 (R)

o
—a; Qo
ist ein Gruppenmonomorphismus. Dies gilt dann auch fiir

GLy(C) — GL4(R)
ap ay b(] bl
(0% ﬁ —ai1 Qg —bl b() .
( Y 0 ) }_) Co C1 do d1 = A.
—C1 Cp —dl d()

M entsteht aus A, indem man bei A eine gewisse Anzahl von Zeilen- und dazu analo-
gen Spaltenvertauschungen vornimmt, d.h. Vertauschung der Zeilen ¢, j gefolgt von einer
Vertauschung der Spalten ¢, 7. Mit diesen Operationen ist die Matrixmultiplikation ver-
triglich, woraus die Behauptung folgt. 0
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Die nun folgende Definition beschreibt, wie man eine gleichsinnige Mobius-
Transformation zu einer Menge von “gleichsinnigen” Kollineationen in P3(R) erweitern
kann:

Definition 1.7.3 Ist ¢ € ['(C) mit Matrix M € GLy(C) eine gleichsinnige Mobius-
Transformation, so bezeichnen wir mit /2 die Menge der zu {tM | t € C*} gehdrenden
Kollineationen in P?(R) und nennen diese ebenfalls gleichsinnig.

Damit diese Definition brauchbar ist, miissen wir die Vertriglichkeit des Ubergangs von
p zu @ mit dem Modellwechsel ¥ von C,, nach € nachweisen. “Vertriglich” heifit, dass
alle “iiber 1 liegenden” gleichsinnigen Kollineationen aus der Menge ;i die Strahlen des
Netzes € so transformieren, wie u die € entsprechenden Punkte aus C,, transformiert.
Diesen Nachweis liefert der folgende Satz:

Satz 1.7.4 Vermoge der Bijektion V : C, — €& (siehe 1.1) ist die Gruppe I'(C) isomorph
zur Gruppe
IO = (vt | p e T(O)),

wobei
\Ilu\Ifl(h) =do(h) VO epnu, Yhec.

Beweis. Die Isomorphie der beiden Gruppen mittels W ist klar. Zum Nachweis der letzten
Gleichung sei z = (zp, 21)C € Cq. Fiir ein ® € [ und fiir einen Strahl ¥(z) € € ist zu
zeigen, daB @ (U (2)) = TuP—1(U(2)), also ®(¥(z)) = ¥(u(z))). Dies ist aber erfiillt,
wie man leicht nachrechnet. U

1.7.5 Um gegensinnige Mobius-Transformationen zu Kollineationen in P3(R) erweitern
zu konnen, erweitern wir zunichst die Konjugation

K (ZO7Z1)C = (Z_O7Z_I)C (117)
in C,, zur Kollineation
E : (UO, Uy, UQ,U?,)R = ((U07 Uy, UQ,UE})I?)R = (Uo, Uy, —U2, —Ug)R, (118)
wobei
1 0 0 0
~ 01 O 0
K= 00 -1 0 (119
00 0 -1

Dadurch ist k vertrdglich mit ¥ : C,, — € (siehe 1.1), d.h.

E\IJ«ZO’ Zl)(c) = qj((fZ_Oa Z_l)(c)a



1.7 Erweiterung von Mobius-Transformationen 26

wie man leicht nachrechnet.

Die Kollineation x bildet also den zu einem Punkt aus C,, gehorenden Netzstrahl auf den
zum konjugiert-komplexen Punkt gehorenden Netzstrahl ab.

Bemerkung 1.7.6 Es ist KK = E und die Kollineation % ist eine harmonische axia-
le Kollineation mit den beiden Achsen (1,0,0,0)R Vv (0,1,0,0)R und (0,0,1,0)R Vv
(0,0,0,1)R, also die Punktspiegelung an der x-Achse, d.h. ¥ bewirkt eine Drehung des
Netzes € um die x-Achse um 180 Grad.

Nun erweitern wir M € GLy(C), M = ( j ? ) , zu einer Matrix M € GLy(R):

Qo b(] b1 aq
A7 . AT Co d() d1 C1
M:= KM = e dy —dy —cq

a; by —by —ag

(1.20)

Die Abbildung

M — M

ist nicht homomorph, jedoch injektiv.

In der folgenden Definition wird erklért, wie eine gegensinnige Mdbius-Transformation
zu einer Menge von gegensinnigen Kollineationen in P3(IR) erweitert werden kann:

Definition 1.7.7 Ist 4 € I',,(C) mit Matrix M € GL»(C) eine gegensinnige Mobius-
Transformation, so bezeichnen wir mit 1z die Menge der zu {tM | t € C*} gehorenden
Kollineationen in P3(R) und nennen diese ebenfalls gegensinnig.

Fiir die Sinnhaftigkeit dieser Definition muss nachgewiesen werden, dass der Ubergang
von p zu ;i mit dem Modellwechsel W von C,, nach & vertriglich ist. Das heift, dass
alle “liber i liegenden” gegensinnigen Kollineationen aus der Menge 1 die Geraden des
Netzes € so transformieren, wie p die € entsprechenden Punkte aus C, transformiert.
Dies besagt folgender Satz:

Satz 1.7.8 Vermoge der Bijektion V : C., — & ist die Gruppe T',(C) isomorph zur
Gruppe
UL (C)U " = {¥pu¥~" | p e I(C)},

wobei

Vpul ' (h) =®(h) VO e, VheE.
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Beweis. Analog zu 1.7.4 U

Fiir den Umgang mit den beiden Operatoren ~ und ~ notieren wir uns zwei Regeln:

Hilfsatz 1.7.9 Seien M, N € GLy(C) und K die Matrix von 1.19.
Dann gilt:

M = KMK (1.21)

MN = MKN (1.22)

Beweis. Esist M := KM = MK. Daraus folgt mit K~ = K die erste Regel.

~ e~ X

Die zweite Regel ergibt sich mit Satz 1.7.2: MN = KMN = KMN = MN =

~— o~~~

MKKN = MKN. U

Bemerkung 1.7.10 Die erste Regel besagt, dass die gleichsinnigen Kollineationen mit

den Abbildungsmatrizen M bzw. M bis auf K (Spiegelung an der x-Achse) dieselbe
Kollineation sind.
Die zweite Regel ist eine “Quasi-Homomorphie” des Operators . Sie ist gleichwertig
mit _

MN = MKN, (1.23)

wie man leicht nachrechnet.

1.8 Netzerhaltende Kollineationen

Im vorhergehenden Abschnitt hatten wir Mobius-Transformationen aus I'(C) vermoge
der Abbildung p — i (Def. 1.7.3) und Mobius-Transformationenen aus I',(C) vermoge
der Abbildung p — g (Def. 1.7.7) zu solchen Kollineationen erweitert, die das ellipti-
sche Netz € invariant lassen. Nun wollen wir zeigen, dass jede Kollineation mit dieser
Eigenschaft auf eine dieser beiden Arten erfasst werden kann, also entweder Element von
e oder von i fiir ein p € I'(C) U ', (C) ist.

Satz 1.8.1 Sei @ : P3(R) — P3(R) eine Kollineation, die das elliptische Netz & invariant
lift. Dann gibt es genau ein 1 € I'(C) oder genau ein 1 € T',(C), sodaf3

becpubw deEp

Beweis. Seien u,v ((1.12),(1.13)) die imagindren Leitgeraden von €. Die Kollineation
® kann auch als Kollineation in P2(C) aufgefaBt werden. Nach Voraussetzung und mit
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Bemerkung 1.5.2, Satz 1.5.3 und Bemerkung 1.5.4 muBl ® die Menge {u, v} invariant
lassen, d.h. es muf} entweder (®(u) = u, (v) = v) oder (®(u) = v, P(v) = u) gelten.

Sei e = (e, €1, e, e3) die Standardbasis und v = (vg, vy, Vs, v3) die Basis in C* mit
vy := (1,0,0, —i), vy := (0,1,—4,0), vy := (1,0,0,1),v3 := (0,1,4,0).

Dann ist v = €T mit Matrix

(@) P(u) =u,®(v)=v:

1 0 10
0 1 01
0 —2 0 ¢
—i 0 7 0

Dau = voCVv,C, v = v,CVv3C und (vy, v3) = (Vg, 07), wird ® induziert durch
einen linearen Automorphismus v +— vF in C* mit

By
I
o o2 9

und

O O > W®
2 9 o o
o o

= ag+ aqt,
bo + 11,
= ¢y + i,
= dg + dqs.

o, 2 @ 9
I

v — vF 4Bt sich auch schreiben als e — eG mit G := TFT~!. G ist aber eine
Matrix € GL4(R) und von der Gestalt

by —bi

dy —di —c | _ (@ B
d1 d() Co o 7 g ’
bl bo Qo

Also ist @ € i fiir genau ein p € T'(C).

(b) ¢(u) =v,P(v) =u:

In diesem Fall wird ® induziert durch einen linearen Automorphismus v — vF'in

C* mit
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o o2 0
[ I e BN o

2 Qo o o
o o

und somit auch durch e — eG mit

Qo bo b1 aq

G — TFTfl — CO dO dl Cl — (67 ﬁ
' C1 d1 —dg —Cp )
aq b1 —bo —Aag

Also ist & € p fiir genau ein p € I',(C).

O

Bemerkung 1.8.2 Im Beweis des Satzes 1.8.1 wurde gezeigt, dass gleichsinnige netzer-
haltende Kollineationen die imagindren Leitgeraden u, v des elliptischen Netzes € jeweils
auf sich selbst abbilden, wihrend gegensinnige netzerhaltende Kollineationen diese ima-
gindren Leitgeraden vertauschen.

1.9 Cliffordsche Schiebungen

Als erstes Beispiel fiir Satz 1.8.1 betrachten wir die sogenannten Cliffordschen Schie-
bungen. Das sind diejenigen Kollineationen, die ein elliptisches Netz, im speziellen das
Netz &, nicht nur invariant, sondern sogar strahlenweise invariant lassen. Wir werden se-
hen, dass jede Cliffordsche Schiebung in der Menge 1 mit der Mobius-Transformation
i = idc_, zu finden ist.

Zunichst folgende zwei Hilfssitze:
Lemma 1.9.1 Sei ¢ eine Projektivitit in P*(R) und ¢ # id. Dann gilt:

@ ist elliptisch (d.h. hat keine reellen Fixpunkte) mit den imagindren Fixpunkten (1,1)C
und (1, —i)C <

@ hat eine Abbildungsmatrix der Gestalt ( _xy ‘7; ) mit y # 0.
Beweis. Der Nachweis der Behauptung ist eine einfache Rechnung, die dem Leser iiber-
lassen sei. O

Lemma 1.9.2 Ist ® eine Cliffordsche Schiebung, ® # 1d, und ist s € € eine Netzgerade,
so ist @\, eine elliptische Projektivitdit.
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Beweis. Da € unter ® strahlenweise invariant bleibt, hat die komplexe Erweiterung ®©
von ¢ die komplexen Leitgeraden u,v von € (siehe Satz 1.5.1) als Fixpunktgeraden.
Nehmen wir an, ¢ hat auf dem Strahl s einen reellen Fixpunkt, so ist @ﬁc die Identitit
(s© bezeichne die komplexe Erweiterung von s in P3(C)). Dann ist aber auch |, die
Identitit.

Ist 1 eine Ebene in P3(R), die den Netzstrahl ¢ # s enthilt, so ist diese Ebene eine
Fixebene. Da es mindestens fiinf verschiedene solche Ebenen gibt (von denen keine vier
kopunktal sind), ist ® die Identitit in P*(R) im Widerspruch zur Voraussetzung. U

Satz 1.9.3 Ist ® eine Cliffordsche Schiebung und sind P = (a,b,c,d)R und P’ =
(', V,,d")R zwei Punkte auf demselben Strahl s € € mit ®(P) = P’, so ist ® gegeben

durch die Matrix < a 0 ), wobei
0 «

. {(a—di)(a’+d’i) fiir s # goo (124)

(b—ci)(b + i) fiirs =g

Beweis. Ist @ die Identitit, so ist der Satz trivial. Sei also ® # Id.

Ist s # goo, SO kann man Punkte Py, P} € go finden, sodal ®(Fy) = B} gelten muB, und
zwar ist Py := (P V goo) N go = (a,0,0,d)R und P} := (P'V go) N go = (', 0,0,d")R.
Wir nehmen also fiir s # g, 0.B.d.A. an, daB} P, P' € gj.

Nach Lemma 1.9.2 ist @, eine elliptische Projektivitit. Da der Netzstrahl g, die beiden
imaginiren Fixpunkte (1,0,0, —¢)C und (1,0, 0,¢)C auf den Leitgeraden u bzw. v von &
(siche Satz 1.5.1) enthilt, hat nach Lemma 1.9.1 die Abbildungsmatrix von @y, die Form

auf einen rellen Faktor # 0) eindeutig bestimmt, wovon man sich leicht tiberzeugt.

( Ty ) Durch die Bedingung, dass P auf P’ abgebildet wird, ist diese Matrix (bis

Wir berechnen diese Matrix, indem wir ¢, zerlegen in die Hintereinanderausfiihrung
o e . . . —d
der zwei elliptischen Projektivititen mit den Abbildungsmatrizen (Z a ) bzw.

/ U
_ad, Z, ), die (a,d)R auf (1,0)R bzw. (1,0)R auf (a’, d")R abbilden:

Y a —d) a d _ aad' +dd  ad —ad'd _
_y Xz N d a _d/ a/ - ald _ &d/ aa/ + dd, =
Re(or) Im(a) . o )

( “Tm(a) Re(a) ) Mite = (a—di)(d +d7)€C*.

Da @ als Cliffordsche Schiebung und nach Satz 1.8.1 ein Element der Menge ﬁc\w ist,

—

«

hat die Abbildungsmatrix von ¢ die Gestalt < 0

2 ) (siehe Def. von M unter 1.16).
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Fiir den Fall s = g, geht man analog vor. U

Bemerkung 1.9.4 Da es auf einen reellen Faktor # 0 nicht ankommt, kann man in Satz

! 15 / !
1.9.3 auch o = “t%% bzw. o = 2EC¢ getzen.
a+di b+ci

1.10 Transitivitat der netzerhaltenden Kollineationen

In Analogie zu den beiden Transitivititssidtzen fiir gleichsinnige und gegensinnige
Mobius-Transformationen (siehe Satz 1.6.2 bzw. Satz 1.6.3) gibt es auch fiir gleich- und
gegensinnige netzerhaltende Kollineationen solche Sétze. Als zusitzliche Voraussetzung
hat man fiir einen Punkt lediglich dessen Bildpunkt auf dem zugehorigen Bildstrahl an-
zugeben.

Zunichst folgende vorausgreifende Benennung (ausfiihrlicher in Kapitel 2):

Definition 1.10.1 Ist s € &, so nennen wir den Punkt ¥~!(s) € C,, das Netzbild des
Strahles s, wobei W die unter (1.1) definierte Bijektion ist.

Satz 1.10.2 Sind hy, ho, hs und by, by, by jeweils drei verschiedene Strahlen des ellipti-
schen Netzes € und sind P, P' Punkte auf hy bzw. I}, so gibt es genau eine gleichsinnige
Kollineation ® in P3(R), die & in sich transformiert und h; auf I, fiir i = 1,2, 3 sowie P
auf P’ abbildet.

Sind (s;,t;)C € Cy, (s}, t;)C € C die Netzbilder der Strahlen h; bzw. I, fiiri = 1,2, 3
und ist P = (a,b,c,d)R, P" = (d,V,c,d)R, so ist M e GL4(R) die Matrix von ®,
wobei

M :=Det(N)eNe'N' € GLy(C)
die Matrix einer gleichsinnigen Mobius-Transformation ist und

N [ Bsits = ssta) t1(sats — s3l) N [ Si(ssts = soty) (5t — soty)
' sa(ssty — sits) si(ssty —satz) )77 sh(sity — s5th) 1y

- (a— d'i)Sl(S?,tQ — Sot3) ﬁ:4:r hi # oo (1.25)
(b — i)ty (ssta — sat3)  fiir hy = goo

@ OSSR furk £ g 126
(b + i)ty (shthy — shth)  fiir b = goo
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Beweis. Die Mobius-Transformation in I'(C) mit der Matrix N’ bildet (0, co, 1) ab auf
((s1,t))C, (sh,t5)C, (s4,t5)C). Die Kollineation mit Matrix N’ bildet den Punkt R :=
(1,0,0,0)R auf den Punkt R' € h/ ab, wobei

R = (Re(s' (s3ty—s53)), Re(t) (s5t5—s5t3)), Im (¢ (55— s5t3) ), Tm (s (55— s5¢5) ) ) R.

Nach Satz 1.9.3 hat die Cliffordsche Schiebung, die R’ auf P’ = (a’,V/,c,d")R abbil-
/

det, die Matrix ( %

der Matrix &/ N/ , welche die Strahlen gy, g, g1 auf die Strahlen A}, b}, k% und R auf P’
abbildet.

Analog erhalten wir die Kollineation A mit der Matrix Det(TV—)?N —1, welche die Strahlen
9o, Yoo, g1 auf die Strahlen Ay, ho, h3 und R auf P abbildet.

—

Also hat A~! die Matrix Det(NN)eN (siehe Satz 1.7.2) und somit ® := A’A~! die Matrix
M und die gewiinschten Eigenschaften. Die Eindeutigkeit von ® folgt mit Satz 1.8.1. [J

g, ) (siehe (1.16)). Zusammen ergibt sich die Kollineation A’ mit

Satz 1.10.3 Sind hy, hs, hs und h', by, by jeweils drei verschiedene Strahlen des ellipti-
schen Netzes € und sind P, P' Punkte auf hy bzw. b}, so gibt es genau eine gegensinnige
Kollineation ® in P*(R), die & in sich transformiert und h; auf b, fiir i = 1,2,3 sowie P
auf P’ abbildet.

Mit denselben Bezeichnungen wie in Satz 1.10.2 ist M e GL4(R) die Matrix von ®, wobei
M := Det(N)eNe'N' € GLy(C)

die Matrix einer gegensinnigen Mobius-Transformation ist.

Beweis. Nach Satz 1.10.2 sind durch M; := Det(N)eN und M, := &'N’ Mdobius-
Transformationen pi; bzw. py € T'(C) bestimmt, deren Erweiterungen A mit Matrix ]\//.71
bzw. A’ mit Matrix ]\//72 auf P3(R) die Strahlen hy, h, h3 auf die Strahlen gy, goo, g1 bzw.
90, Joos g1 auf A, bl hY und P nach R := (1,0,0,0)R bzw. R nach P’ abbilden.

Mit der Konjugation « von (1.17) hat die gegensinnige Mobius-Transformation p :=
pekp, die die Netzbilder von h; auf jene von A fiir i = 1,2,3 abbildet, die Matrix
MM, .

Die gegensinnige Erweiterung ® von g hat unter Verwendung der Regel 1.23 die Matrix

MM, = ]\ZIN( ]\72 und somit die gewiinschten Eigenschaften. Die Eindeutigkeit von ®
folgt mit Satz 1.8.1. 0
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1.11 Klassifikation der netzerhaltenden Kollineationen

Ausgehend von den verschiedenen Aquivalenzklassen gleich- und gegensinniger Mébius-
Transformationen wollen wir nun die gleich- und gegensinnigen und das elliptische Netz
€ invariant lassenden Kollineationen in Aquivalenzklassen unterteilen, die sich in der Art
ihrer Fixpunktmengen voneinander unterscheiden. Dazu sind zunichst einige Vorberei-
tungen notwendig, um diese Kollineationen und zunichst die Mobius-Transformationen
innerhalb des Matrixkalkiils erfassen zu kdnnen.

Zu einer Matrix M € GL,(K) iiber einem Korper K, 1 < n € N, sei

[M] == {tM | t € KX},

1.11.1 Ist u € I['(C) eine gleichsinnige Mobius-Transformation mit Abbildungsmatrix
M € GLy(C), so ist [M] die Menge aller zu y gehdrenden Abbildungsmatrizen.

Ist u € T',(C) eine gegensinnige Mobius-Transformation mit Abbildungsmatrix M €
GL;(C), so ist die Menge aller zu x gehdrenden Abbildungsmatrizen ebenfalls die Menge
[M], die wir dann aber mit [)/], bezeichnen.

Weiters bezeichnen wir folgende Mengen:

M(C) := {[M] | M € GLy(C)},
My (C) := {[M], | M € GLy(C)}.

SchlieBlich sei
Mc := M(C) U M,(C).
Es ist nun klar, dass die Gruppe
Fe:=T(C)UT(C)

aller Mobius-Transformationen bijektiv ist zur Menge M. Definieren wir fiir die Menge
M¢ eine Verkniipfung mit den Regeln

[Ml][MQ : [MlMQ],

[Mi][Ma],; := [Mi Mo],,
[M:][Ms] = []\@MQ]I-@,
[MI]E[MQ]H, = [M1M2]a

so ist M¢ eine Gruppe und es gilt
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Satz 1.11.2 Die Bijektion

[:Te — Mc
i (M|  fiir p € I'(C) mit Abb.-Matrix M
H (M., fiir p € 'w(C) mit Abb.-Matrix M

ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Exemplarisch sei die Homomorphie der Abbildung gezeigt fiir 11 € I'(C) mit
Abbildungsmatrix M; und ps € T',(C) mit Abbildungsmatrix M,. Es ist zu verifizieren,

dass f(popn) = f(pa) f (pa). .
Fiir zC e (Coo ist (Mg[,bl)(Z(C) = ,LLQ(ZMlC) = ZMlMQ(C = EMlMQC

Also ist f(upp1) = [MiMs),. Nach der zweiten Verkniipfungsregel ist [M;M,],, =

[M][Mo]ic = f(pa) f (p2)-
Fiir die restlichen drei Fille ergibt sich die Homomorphie von f analog. U

Bemerkung 1.11.3 Aus den Verkniipfungsregeln fiir die Gruppe M¢ ergibt sich fiir die
Inversenbildung:

1.11.4 Zur Handhabung der netzinvarianten Kollineationen benennen wir die folgenden
Mengen:

—

M(€) :={[M] | M € GLy(C)},

Mi(€) :==A{[M] | M € GLy(C)}
und weiter
Mg := M(E) UM,(E).

Wir bezeichnen mit I'(€) die Gruppe der gleichsinnigen und mit I',,(€) die Menge der ge-
gensinnigen das elliptische Netz € invariant lassender Kollineationen (siehe Definitionen
1.7.3 und 1.7.7).

Nach den bisherigen Ergebnissen ist es klar (siehe Satz 1.8.1), dass die Gruppe

Fg = F(S) U FK((C,)

aller netzinvarianter Kollineationen bijektiv ist zur Menge M¢. Definieren wir fiir diese
Menge eine Verkniipfung mit den Regeln
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so ist M¢ eine Gruppe und es gilt

Satz 1.11.5 Die Bijektion

g: Fg — Mg
o []\7] fiir ® € I'(E) mit Abb.-Matrix M
— —~ —~
[M]  fiir ® € T'x(&) mit Abb.-Matrix M

ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Wir benutzen im Folgenden Satz 1.7.2, Bem. 1.7.6 sowie (1.20),(1.21), (1.22)
und (1.23).

Fiir ®; € I'(€) und ®, € I'(£) mit Abbildungsmatrizen M, bzw. M folgt die Homomor-
phie aus Satz 1.7.2.

Fir &; € I'(€) und @, € I',;(€) mit Abbildungsmatrizen M, bzw. M ist (P2®)(zR) =

Oo(xMR) = M MR = M KMR = M MoR, also g(2®) = [M;M,] =
g(P1)g(Ps) aufgrund der zweiten Verkniipfungsregel.

Fiir &; € I',(€) und ¢, € I'(€) mit Abbildungsmatrizen M, bzw. M, ist (Po®y)(xR) =

P

Oy(xMR) = @M MR = oM KKMR = zMKMR = zM MR, also
g(Po®q) = [M; Ms] = g(P1)g(P2) nach der dritten Verkniipfungsregel.
Fiir &, € I',(&) und @, € I',(&) mit Abbildungsmatrizen M, bzw. My ist (®,®;)(xR) =

®y(xM;R) = oM, MR = oK M K MR = oM MR = @M MR, also g(Pa®;) =

—

[M1M,] = g(®1)g(P2) mit der vierten Verkniipfungsregel. O

Bemerkung 1.11.6 Aus den Verkniipfungsregeln fiir die Gruppe M¢ ergibt sich fiir die
Inversenbildung:

Fiir die in (1.19) definierte Matrix K ist [K] = [E] mit E := (é ?).

Die Bijektion g bildet die Untergruppe der Cliffordschen Schiebungen in I'¢ ab auf die
Untergruppe
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:={[5]] S € [E]}
in Mg.

Den Zusammenhang der beiden Gruppen M¢ und M¢ beschreibt der néchste

Satz 1.11.7 Die Abbildung

Mg — M(C
(M) — [M],
(M] = [M],

ist ein Gruppenepimorphismus mit Kern ..
Fiir alle [S) € X gilt:

¥ [M] e Mg : [S][M] = [M]
V[M] € Mg : [S][M] = [M]

ED :>

Beweis. Die Vertriglichkeit der beiden Gruppenstrukturen folgt aus den unter 1.11.1 und
1.11.4 angegebenen Verkniipfungsregeln.
Fiir [M] € Mg ist

[S][M] = [SM] = [MS] = [M][S]

und fiir [M] € Mg ist

~ T~ ~ e~ —_—

[S)[M] = [S|[K][M] = [K][S][M] = [K][M][S] = [M][S],

wobei K die in (1.19) definierte Matrix ist und Satz 1.7.2, (1.20) sowie Regel (1.21)
angewandt werden. 0

1.11.8 Mit Hilfe der eingefiihrten Gruppen M¢ = I'c und Mg = I'¢ 146t sich nun die
Aquivalenz von Mobius-Transformationen bzw. von netzerhaltenden Kollineationen in
einer Weise formulieren, die fiir die Klassifizierung der Gruppe der netzerhaltenden Kol-
lineationen gut geeignet ist.

In Entsprechung zu (1.14) gilt fiir die Aquivalenz von gleichsinnigen Mdbius-
Transformationen:

[Mi] ~ [M;] & 3T € GLy(C) : [My] € {[T~"MT], [T M T} (1.27)

Fiir gegensinnige Mobius-Transformationen gilt entsprechend (1.15):

(M ~ [Ma] & 3T € GLo(C) : [Ma],, € {[T~IMT],,, [T-TMT],.}. (1.28)

Fiir zwei netzerhaltende Kollineationen f, g € T'¢ definieren wir die Aquivalenz:
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f~ge3dheleg:g=hfhl

Aufgrund des Gruppenepimorphismus Me — M¢ (Satz 1.11.7) werden dquivalente Ele-
mente in Mg = I'¢ auf dquivalente Elemente in M = I'¢ abgebildet. Das heif3t, dass man
zu jeder Aquivalenzklasse von Mobius-Transformationen die “dariiber liegende” Menge
von Kollineationen (siehe Satz 1.8.1) zu klassifizieren hat.

Innerhalb der Gruppe Mg driickt sich die Aquivalenz in I'¢ unter Beriicksichtigung der
Inversenbildung (Bem. 1.11.6) folgendermalien aus:

—_—

(M) ~ [My] & 3T € GLo(C) : [My] € {T-Y[M[T], [T LT} (1.29)

bzw.

—_—

[Mi] ~ [M] 4 3T € GLo(C) : M) € {[TML[T), [T )T} (1.30)

Wir benétigen fiir die ndchsten beiden Abschnitte zwei kleine Hilfssétze:

Lemma 1.11.9 Seien My, My, M3 € GLy(C).

Dann ist:
M MyMs = M MyMs, (1.31)
MMM, = MMM, (1.32)
M MyM; = M, MyMs. (1.33)

Bewezs Wir Verwenden Satz 1.7.2, (1.20) und d (1. 21)

MG M; = MMy My = My KM, KV — MleMg
MMMy = KM, MyM; = I?J\ZA@AZ, — M, K My My = M, My M,

—_—~—
~— o~~~

M ILM; = KM LM, — KN My M, — My K MyR My = M, My, O

Lemma 1.11.10 Fiir alle M € GLy(C) und fiir alle t € C mit |t| = 1 gilt:

—

Beweis. Fir T := (0 1) it K=T=T ' und mit Regel (1.21) ist [M] = [[?] []\/4\][[?] =
— —~

T[T, also [M] ~ [M].
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Wegen |t| = 1ist t = €% fiir ein ¢ € [0,27). Wir setzen T := <e05’ 0 )

ie
e2

Dann ist 7 = T und folglich tTM =TM = MT, also tM = T_lMT.

—~—
—~ —

Daraus ergibt sich mit (1.32): [tM] = [T MT)] = [T-1][M][T], also ist [tM] ~ [M].
Wie zuvor ist auch tM = T_lﬂT./\/
Daraus folgt mit (1.33): [tM] = [T ' MT] = [T '|[M][T), also ist [tM] ~ [M]. 0

1.11.11 Klassifizierung der gleichsinnigen netzerhaltenden Kollineationen:

Wir beginnen mit den Cliffordschen Schiebungen:

Satz 1.11.12 Fiir zwei Cliffordsche Schiebungen [Sy),[S2] € 2 gilt:
[S1] ~ [Sa] & (5] € {[Su], [Su]}- (134)

Beweis. [S1] ~ [S5] < 3T € GL,(C):

5] € {TSITLIT ST
= {17 @S, 11 TS
= {[S]. [}
mit Bemerkung 1.11.6 und Satz 1.11.7. UJ

Im nichsten Satz wird gezeigt, wann zwei “iliber Drehstreckungen mit Zentrum 0 liegen-
de” Kollineationen dquivalent sind (siehe Tabelle 1.1):

Satz 1.11.13 Sei A := ( (1]

Seien [M;],[Ms) € {[M] | M € [A]}, also My := 01 A, My = 05A mit 51,05 € C*.
Dann gilt:

2) mit Im(a) > 0, |a] > 1 und o # 1.

(M) = [M] fiir Tm(ct) > 0, |a| > 1

o~ o~ =

34] ~ ML) § (W] € (W), 04]}  fir Tm(a) =0,Ja] > 1 (139)

[My) € {[M)], [ao7 A} fiir Tm(a) > 0,]a] =1
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Beweis. Mit Hilfe von (1.31) und Satz 1.7.2 gilt:

—_—

(C) : [My] € {[T-Y[M[T), [T [ML)[TT}
3T € GLu(C) : (3] € {[TMT), [T 0T}
3T € GLy(C),3u € R* : My € {uT— MyT,uT— M, T}
3T € GLy(C),Ju € R* : My € {uT ' M, T,uT "M, T}
Ju € R* : Det(M,) € {u? Det(M,), u? Det(M;)}

Ju € R* : o5 € {(uoy)*a, (uay)*a}
v u
|| |

Aus 0y € {uoy, —uoy} folgt []\//[\2] = []\/4\1] und aus o5 € {ﬁ(ﬁ_a, —ﬁal_oc} folgt mit
My = uT~*M,T, daB Im(c) = 0 oder o = 1.
Fiir Im(a) = 0 ergibt sich (u € R*)

(M) ~ M)

L S R T

Ju € R* : 09 € {uoy, —uoy, g1}

o —
= =~

) = [02A] = (1257 A] = 5 4] = [0:4) = (7))

und fiir cax = 1 ist

M) = [7A] = [+ Za01A] = [a07A].

Die Umkehrung des Satzes folgt im Fall Im(a)) = 0, || > 1 mit Lemma 1.11.10 und im
Fall Im(«) > 0, |a] = 1 ist a@ = 1 und deshalb

ao[A =T 1o, AT mit T := (? é)

Mit (1.31) folgt: - -
@1 A] = [T-10,AT) = [T ' 01 AT) = [T |[My)[T), also [ao7 A] ~ [M). O

Der folgende Satz macht eine Aussage iiber die Aquivalenz zweier netzerhaltender Kolli-
neationen, die “liber Translationen lidngs R, liegen” (siehe Tabelle 1.1):

Satz 1.11.14 Sei A := ((1] 1 )

Seien [My), [My) € {[M] | M € [A]}, also My := 1A, My := 05A mit 01,04 € C*
Dann gilt: .
[My] ~ [Ms] < [Ma] € {[M], [Mi]} (1.36)
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Beweis. Analog zu Beweis von Satz 1.11.13 im Fall Im(«) = 0. O

Mit Hilfe der letzten drei Sétze 146t sich nun - korrespondierend zu Tabelle 1.1 - die Ta-
belle 1.3 mit Reprisentanten der Aquivalenzklassen gleichsinniger netzerhaltender Kolli-
neationen erstellen. Dazu seien folgende Teilmengen von C* definiert:

offener Einheitshalbkreis = H := {z € C* | |z| = 1,Im(z) > 0},

Einheitsviertelkreis = V := {z € C* | |z| = 1,Re(z) > 0,Im(z) > 0}.

Bemerkung 1.11.15 Erkldrung zur Menge éj‘ V im Fall GLS-II-B in Tabelle 1.3:
Die Abbildung

C* — C*
o +— Qo

ist eine Spiegelung an der Geraden durch 0 und (@ — 1)i. Nach Satz 1.11.13 sind [0/1\4] und

[ac A dquivalent, sodaB also durch den Viertelkreis éj‘
ein korrektes Vertretersystem beschrieben wird.

V, der an der Geraden anliegt,

Bemerkung 1.11.16 Erkldrung zu den Fixpunktmengen in Tabelle 1.3:

Zur Bestimmung der reellen Fixpunkte der gleichsinnigen netzerhaltenden Kollineationen
geht man aus von den jeweiligen Fixgeraden des Netzes € (siehe Tabelle 1.1).

Im Fall der Cliffordschen Schiebungen gibt es nur dann Fixpunkte, wenn es sich um die
Identitdt handelt (vgl. Satz 1.9.3), also wenn Im(o) = 0, was nur von 0 = 1 € V erfiillt
wird.

Im Fall GLS-II-A und GLS-II-B, also wenn Im(«) > 0, ist die Kollineation identisch auf
go genau dann, wenn Im(o) = 0. Das einzige o € H mit dieser Eigenschaft ist o = 1.

Die Identitét auf g, liegt vor genau dann, wenn Im(ao) = 0, denn ansonsten hitte man
auf g, eine elliptische Projektivitit (vgl. die Definition von M (1.16) und Lemma 1.9.1).

Im Fall GLS-II-B kommt g, als Fixpunktgerade nicht vor, weil es fiir kein o ein ¢ €
2LV mit Im(o) = 0 gibt.

[o—1]
Der Fall Im(ao) = 0 ist moglich, z.B. fir « = iund 0 = 2= ¢'t = —i.

Im Fall GLS-II-C, also wenn Im(«) = 0, ist die Kollineation identisch auf gq und auf g,
genau dann, wenn Im(c) = 0. Das einzige o € V' mit dieser Eigenschaft ist o = 1.

Der Fall GLS-III erklrt sich durch GLS-I, da (7 7) = (1) (§ o) und die Kollineation

—

mit Abbildungsmatrix ((1) }) genau ¢, als Fixpunktmenge besitzt.
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Bez. Koll. / Param. | Matrix reelle Fixpunkte
GLS-I | CIiff. Schieb. ( ‘8 2 ) o=1:P3R)
ceV
o 0
GLS-II-A | Im(«) >0 0 ao og=1:¢
la] > 1 o€ HU{l} | Im(ac) =0: g
o 0
GLS-1I-B | Im(a) >0 ( 0 040) Im(ao) =0: go
la) =1 o€ %V
o 0
GLS-II-C | Im(a) =0 ( 0 aa) oc=1:90, 9
la]>1lL,a#1|oceV
o o
GLS-III (0 0) o=1":gs
ceV

Tabelle 1.3: Reprisentanten gleichsinniger netzerhaltender Kollineationen.

1.11.17 Klassifizierung der gegensinnigen netzerhaltenden Kollineationen:

Wir beginnen mit “liber Inversionen an R, liegenden” netzerhaltenden Kollineationen
(siehe Tabelle 1.2):

01
Seien [M;],[Ms) € {[M] | M € [A),.}, also My := 01 A, My := 05A mit 01,05 € C*.
Dann gilt:

Satz 1.11.18 Sei A := ( L0 >

My ~ [Ma] 3t € C, |t] = 1 : [My] € {[£M), [(3F5)} (137)

Beweis. Mit Hilfe von (1.32) und (1.33) und wegen der Injektivitit des Operators



1.11 Klassifikation der netzerhaltenden Kollineationen 42

gilt:
(M) ~ [My] & 3T € GLy(C) : [Ma] € {[T[M[T), [T |[M:][T7}
& I € GLy(C): [VE] € {[T MT), TG
& 3T € GLy(C),3u e R* : My € {UT:\M/lT, uT%M/lT}
& 3T € GLy(C),Iu e R* : My € {uT MT,uT MT}
= 3teC*,3ue R :Det(M,) € {u*F ' Det(M;),u*f ' Det(M;)}
S JeC,FueR ol {<ual|%|>2, (u0_1|%|)2}
= JdteC* |t|=1,Tu e R*: 0y € {uot, —uoit,ucit, —uoit}
= 3t C*,|t| = 1: [My] € {[{M], [(DL)}.
Zusammen mit Lemma 1.11.10 ergibt sich die Behauptung. U

Ganz analog wird der folgende Satz iiber die Aquivalenz von “iiber Streck-Inversionen
langs R.,” bzw. “liber Gleit-Inversionen langs R, liegenden” netzerhaltenden Kollinea-
tionen bewiesen (siehe Tabelle 1.2):

Satz 1.11.19 Sei A := (é 2) Al <ucRbow A= ((1) })
Seien [M;],[Ms)] € {[M] | M € [A),}, also My := 01 A, My := 05A mit 51,05 € C*.
Dann gilt: -

[My] ~ [My] & 3t € CF, [t] = 1: [My] € {[tM,], ML)} (1.38)

Zuletzt zur Aquivalenz von “iiber Dreh-Inversionen am Einheitskreis liegenden” netzin-
varianten Kollineationen (siehe Tabelle 1.2):

Satz 1.11.20 Sei A := (2 é) Jdm(a) >0, o) =1,a # 1.

Seien [M;],[Ms)] € {[M] | M € [A),.}, also My := 01 A, My := 05 A mit 51,05 € C*.
Dann gilt:

—
—_—

W)~ (V5] & 3 e C [ =1 {@J e {[(BA], (L)} fir Tm(a) =0
0

(1.39)
M, € {[tM], [tac1Al}  fiir Im(a) >
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Beweis. Die ersten drei (weggelassenen) Aquivalenzen sind identisch mit jenen im Beweis
des Satzes 1.11.18:

[Mi] ~ [Ms] < 3T € GLy(C),3u € R* : My € {uT M T,uT MT}
= 3t € C*,Ju € R* : Det(M,) € {utf " Det(M;), u*t  Det(M;)}
= HecC*|t|=1,FucR*:0;c {(uoit)? (vorat)’}
= JteC* |t| =1,Fu e R* : gy € {uot, —uoit, usiat, —uoiat}
= JteC* |t|=1: M) e {[{M], [faciA]}.

Die umgekehrte Behauptung des Satzes folgt fiir []\A/[;] = [tM] mit Lemma 1.11.10.
Ist [My] = [tao1A], t € C* mit [t| = 1, also t = €% fiir ein ¢ € [0, 27), so gilt:
T AT = taA, wobei T = < ’, 0) Somit ist tagiA = T oy AT und mit (1.33)

e

—_—— —_— —_—

weiter [taoA] = [T 01 AT] = [T '][o1A][T] = [T ][M][T]. Nach (1.30) ist also
[tao A] ~ [My]. O

Bemerkung 1.11.21 Im Grunde besagt Satz 1.11.20, dass genau die Menge der kom-
plexen Vielfachen einer Matrix A mit Im(a) > 0,]|a| = 1,a # 1 jeweils eine Aqui-
valenzklasse gegensinniger netzinvarianter Kollineationen dieses Typs darstellt, da zwei
Matrizen A mit verschiedenen o’s C-linear unabhéngig sind.

Korrespondierend zu Tabelle 1.2 erhalten wir schlieBlich unter Benutzung der letzten drei
Sitze die Tabelle 1.4 mit Reprisentanten der Aquivalenzklassen gegensinniger netzerhal-
tender Kollineationen. Dazu notieren wir folgende Punkte in P3(RR):

Py = (1,0,0,0)R,
P, = (0,1,0,0)R,
P,:=(0,0,1,0)R,
P, :=(0,0,0,1)R.

Bemerkung 1.11.22 Erkldrung zu den Fixpunktmengen in Tabelle 1.4:

Reelle Fixpunkte der gegensinnigen netzerhaltenden Kollineationen kdonnen hochstens
auf den jeweiligen Fixstrahlen des elliptischen Netzes € existieren (siehe Tabelle 1.2).

Im Fall GGS-I handelt es sich, wie schon in Bemerkung 1.7.6 gesagt, um eine harmoni-
sche axiale Kollineation mit den beiden Achsen /% V PP, und P,V P,, das ist eine Drehung
um die x-Achse um 180 Grad. Ihre Fixpunkte sind also genau die Punkte dieser beiden
Achsen.

Die Fille GGS-II und GGS-III sind leicht nachzurechnen; mehr als die genannten Fix-
punkte kann es nicht geben, da die zu Grunde liegende Mobius-Transformation nur 2
bzw. 1 Fixpunkt besitzt.
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Bei GGS-IV bleibt kein Netzstrahl fix, sodass also auch kein Fixpunkt vorhanden sein
kann.

Bez. Parameter Matrix reelle Fixpunkte
10

GGS-1 < 01 ) BV P, P,VP,
10

GGS-II |[1<uelR < 0 u> Py, P, Py, P,
11

GGS-1II < 01 ) P, P,

GGS-IV | Im(a) > 0, o] = 1,0 # 1 (0 1) 0

Tabelle 1.4: Repridsentanten gegensinniger netzerhaltender Kollineationen.



Kapitel 2

Die elliptische Netzprojektion

2.1 Elliptisches Netz und Bildebene

Die Netzprojektion ist eine Abbildung des dreidimensionalen projektiven Raumes auf ei-
ne Bildebene mittels der Geraden einer linearen Kongruenz (eines Strahlnetzes). Je nach-
dem, ob das abbildende Netz hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch ist, heilit auch die
Netzprojektion hyperbolisch, elliptisch bzw. parabolisch. In diesem Kapitel sollen Eigen-
schaften der elliptischen Netzprojektion' behandelt werden. Es sind also gegeben:

P3(R), ein elliptisches Netz &, eine Bildebene y in P3(RR).

Um an das Kapitel 1 anzuschlieen, wollen wir spezieller, doch ohne wesentliche Be-
schrankung der Allgemeinheit, das dort beschriebene elliptische Netz € mit den Leitge-
raden v = (1,0,0,—¢)C Vv (0,1, —4,0)C und v = (1,0,0,7)C Vv (0,1,4,0)C und die
Bildebene p : x5 = 0 verwenden.

Durch jeden Punkt P € P3(R) geht genau ein Netzstrahl sp € & und in jeder Ebene
e C P3(R) liegt genau ein Netzstrahl s, € €.

Durch das elliptische Netz & ist p als reelle Mobiusebene in P3(IR) eingebettet (uneigent-
licher Punkt ist der Netzstrahl s,,). Alle Kollineationen in P*(R), die die Netzstrahlmenge
€ invariant lassen, sind auffassbar als Mobiustransformationen in y. Dabei entsprechen
der Identitit in 1 genau jene Kollineationen in P3(R), die die Menge & strahlenweise
invariant lassen. Diese sind die Cliffordschen Schiebungen. Unter diesen Cliffordschie-
bungen gibt es genau eine involutorische /¢. Mit Satz 1.9.3 148t sich zeigen, dass sie die
Abbildungsmatrix

"auch windschiefe Projektion genannt
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. 0 0 01
i 0 |0 0 10
(Oz)_0—100

-1 0 00

besitzt (siehe (1.16)).
Mit Hilfe von /¢ lassen sich nun die Begriffe “parallel” und “orthogonal” bestimmen:

In P3(R) wird die Ebene
w:=Ie(p) 2.1

als Fernebene ausgezeichnet. Die Fernebene w besteht aus allen Punkten in P3(IR) mit
xo = 0. Durch sie ist in y der Netzstrahl s, = w N p als Ferngerade ausgezeichnet.

Definition 2.1.1 Zwei eigentliche Unterriume (Gerade oder Ebene) U, T von P3(RR) hei-
Ben parallel, in Zeichen U || 7', falls (U Nw) C (T'Nw) oder (T'Nw) C (U Nw).

Definition 2.1.2 Zwei eigentliche Unterriume (Gerade oder Ebene) U, T von P?(R) hei-
Ben orthogonal, in Zeichen U 1 T, falls die affinen Unterrdume (U \ w) und (7" \ w)
orthogonal sind, d.h. falls deren zugehorige Vektorrdume bzgl. des kanonischen Skalar-
produkts in R? orthogonal sind.

Bemerkung 2.1.3 Fiir eigentliche Geraden ¢, h in ;4 kann man auch sagen: g 1 h <
Ie(gNs,) =hNs,.

Bemerkung 2.1.4 Beziiglich des kanonischen Skalarprodukts in R? fassen wir P3(R) \ w
als metrisch-affinen Raum auf.

Im weiteren Verlauf wird die Bildebene y sinngeméll entweder als durch die uneigentli-
che Gerade s, € € projektiv abgeschlossene Ebene oder durch den “Punkt” s, konform
abgeschlossene Mobiusebene aufgefalit.

Auf eine Bedeutungsinderung in der Notation sei noch hingewiesen, auch wenn aus dem
Kontext heraus keine Zweideutigkeitsprobleme entstehen sollten:
Im Gegensatz zu Kapitel 1 verstehen wir ab jetzt unter

Joos Socoy * 7

immer den uneigentlichen Punkt der Geraden g bzw. s usw.
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2.2 Die Netzbilder von Punkten, Ebenen und Geraden

Definition 2.2.1 Ist P ein Punkt in P*(R) \ s, und sp € & der eindeutig bestimmte
Netzstrahl durch P, so ist sp N p das Netzbild des Punktes P in .

Das Netzbild eines Punktes P € s, ist der dem Netzstrahl s, entsprechende uneigentliche
Punkt der M&biusebene ji. (Abb. 2.1).

5
\o / ;
v(P)

Abbildung 2.1: Netzbilder von Punkten

Definition 2.2.2 Ist ¢ eine eigentliche Ebene in P*(R), e Jf i, und s. € € der eindeutig
bestimmte Netzstrahl in ¢, so ist s. N p das Netzbild der Ebene < in .

Das Netzbild einer Ebene ¢ || i bzw. der uneigentlichen Ebene w ist der dem Netzstrahl
s,, entsprechende uneigentliche Punkt der M6biusebene yi. (Abb. 2.2).

v(€)

Abbildung 2.2: Netzbild einer Ebene
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Bemerkung 2.2.3 Wir bezeichnen die durch 2.2.1 und 2.2.2 erklérte Abbildung
v:P3(R) — p
als die zum elliptischen Netz € und zur Bildebene . gehorende elliptische Netzprojektion.
Definition 2.2.4 Ist g eine Gerade in P3(RR), so ist
v(g) = {W(P) | P € g} = {v(e) | g C <}

das Netzbild der Geraden g in p. (Abb. 2.3).

v(g)

Abbildung 2.3: Netzbild einer Geraden

Bemerkung 2.2.5 Jede eigentliche Ebene ¢ }t p wird durch ihre Spur ¢ N g und ihr
Netzbild v(e), also durch das Paar (¢ Ny, v(¢)), umkehrbar eindeutig abgebildet.

Der folgende Satz beschreibt, wie durch die elliptische Netzprojektion ein Punkt bzw. eine
Ebene in P3(IR) auf den entsprechenden komplexen Bildpunkt in der Bildebene y = C,,
abgebildet wird:

Satz 2.2.6 Ist P := (a,b,c,d)R € P?(R) ein Punkt, so ist seine Netzprojektion in Cy,
gegeben durch

v(P) = (a+di,b+ ci)C. (2.2)
Ist € == (a,b,c,d)TR € P3(R) eine Ebene, so ist ihre Netzprojektion in C, gegeben
durch

v(e) = (=b+ci,a — di)C. (2.3)

Beweis. Siehe den Beweis zu Satz 1.4.1. [l
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Wir benétigen im Weiteren die Begriffe “Doppelverhéltnis” und “Teilverhéltnis” von vier
bzw. drei Punkten, sowohl im projektiven Raum P3(R) bzw. im affinen Raum P3(R) \
w (sieche Bem. 2.1.4) als auch in C,, bzw. C. Zur Kldrung des Zusammenhangs dieser
Begriffe zwischen den jeweiligen Rdumen seien sie an dieser Stelle erwihnt, wobei wir
uns orientieren an [3] bzw. an [11]:

Definition 2.2.7 Sei g eine Gerade in P*(R) und (P, P;, P) ein projektives Koordinaten-
system von g. Ist X ein weiterer Punkt auf g mit den homogenen Koordinaten (z, z1)R
bzgl. (P, P, P), so heifit

DV(X,P, Py, P,) := weRy

&

das Doppelverhiltnis der Punkte X, P, P, P;.

Ist DV(X, P, Py, P\) = —1, so nennt man (X, P, Py, P;) ein harmonisches Punktequa-
drupel oder man sagt, { X, P} und { P, P, } trennen sich harmonisch.

Definition 2.2.8 Sei g eine Gerade in P?(R)\w und (py, p) ein affines Koordinatensystem
von g. Ist  ein weiterer Punkt auf ¢ mit der affinen Koordinate x; € R bzgl. (py, p), also
x = po + x1(P — Po), so heifit

TV(xz,p,po) =21 € R
das Teilverhiltnis der Punkte x, p, pg.

Satz 2.2.9 Seien x,p,p, drei kollineare affine Punkte in P3(R) \ w mit py # p und
X, P, P, die zugehérigen projektiven Punkte auf einer Geraden g in P3(R). Dann gilt:

TV(CD, D, pO) = DV(X> P7 P07 goo):
wobei g, der unendlich ferne Punkt auf g ist.

Bemerkung 2.2.10 Aufgrund des vorhergehenden Satzes diirfen wir vom Teilverhilt-
nis dreier eigentlicher kollinearer Punkte X, P, By (P # Fp) in P3(R) sprechen. Unter
TV (X, P, Fy) verstehen wir dasselbe wie DV(X, P, Py, g~ ), wenn X, P, Py auf einer
Geraden g liegen. Also:

TV(X, P, R) =DV(X, P, Py, go)
fiir eigentliche kollineare Punkte X, P, F.

Nun zum Doppel- und Teilverhéltnis in C, bzw. C:
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Definition 2.2.11 Seien A = (ag,al)C, B = (bo, bl)C, C = (Cg,Cl)(C, D = (do,d1>(c
vier Punkte in C,,, von denen hochstens zwei gleich sind. Dann heif3t

Det( ar )-Det( bl Zl )
DV(4,B,C, D) := — 200 0 2/ ec,
Det 4 dl -Det bl €1
Qo do b() Co
das Doppelverhiltnis von A, B, C, D.

Bemerkung 2.2.12 Wegen der Wohldefiniertheit dieses Doppelverhiltnisses, d.h. seiner
Unabhingigkeit von der Darstellung der projektiven Punkte A, B, C', D und aufgrund der
Vertauschungsregeln

DV(A,B,C,D)=DV(D,C,B,A) =DV(B,A,D,C)=DV(C,D, A, B)
sei 0.B.d.A. angenommen, dass (C, D, B) ein projektives Koordinatensystem von C, ist.

Dann zeigt eine einfache Rechnung, dass das zuletzt definierte Doppelverhiltnis mit der
Definitionsart des Doppelverhiltnisses in Def. 2.2.7 iibereinstimmt.

Es wird sich zeigen (Satz 2.2.16), dass die Definition 2.2.11 auch insofern mit der De-
finition 2.2.7 iibereinstimmt, indem man die Punkte A, B,C, D € C,, interpretiert als
Punkte in P(R), wenn sie kollinear sind.

Definition 2.2.13 Sind A, B, C' drei Punkte in C mit B # C, so heif3t
TV(A,B,C) =54 €C

das Teilverhiltnis der Punkte A, B, C.
Satz 2.2.14 Sind A, B, C drei Punkte in C mit B # C, so ist

TV(A,B,C)=DV(A, B,C, ).
Beweis. einfache Rechnung. O
Das Folgende macht man sich auch leicht klar:
Bemerkung 2.2.15 Sind A, B, C drei Punkte in C mit B # C'. Dann gilt:

A=TV(A,B,C)= A=AB+ (1 -\)C

und weiter
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A, B, C sind kollinear < TV (A, B,C) € R.

Der nichste Satz unterstreicht die Bedeutung des Doppelverhiltnisses fiir die Netzprojek-
tion:

Satz 2.2.16 Die elliptische Netzprojektion v : P3(R) — pu lisst das Doppelverhdiltnis
invariant.

Genauer gesagt: Sind P, Py, P, drei verschiedene Punkte auf einer Geraden g € P*(R)
mit g ¢ € und ist X ein weiterer Punkt auf g, so gilt

DV(X, P, Py, P,) = DV(v(X),v(P),v(R),v(P)).
Entsprechendes gilt fiir vier Ebenen eines Ebenenbiischels mit einer Trcigergeraden g ¢ €.

Beweis. Die homogenen Koordinaten der Punkte /), P, und P seien so gewihlt, dass
letztere ein projektives Koordinatensystem der Geraden g darstellen, also:

PO = boR = (CL(),bo,Co,d())R,
P1 = blR = (al,bl,cl,dl)R,
P = (by+ b)R.

Hat nun X bzgl. dieses Koordinatensystems die homogenen Koordinaten (g, x1), also
X = (Iobo —|— ZL’lbl)R,

soist DV(X, P, Ry, Py) := o (Def. 2.2.7).
Die Netzprojektionen von F, und P; sind (Satz 2.2.6)

I/(PO) = (Clo + d()i, bo + Coi)c =: (w(), wl)(C,
V(Pl) = (Cll + dli, bl + cli)C = (Z(), 21>(C

und damit (wie man leicht nachrechnet) jene von P und X gegeben durch

v(P) = (wo+ 20, w1 + 21)C,

v(X) = (wowo + 7120, Tow; + x121)C.
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Das Doppelverhiltnis der netzprojizierten Punkte ist also (Def. 2.2.11)

Det (Iowl +$121 wl) . Det <w1 +Zl 2’1)

ToWo + 129 Wo Wo + 20 20

ToWo + 120 <o Wo + 2o W

x1~Det<Z1 wl)~Det(w1 Zl)
Zo0 Wo Wy 2o

xo-Det(wl Zl)-Det(Z1 wl)
Wo <o 20 Wo
T

Zo

O

Mit Hilfe des Doppelverhiltnisses in i = C, lassen sich nun die Mobiuskreise (siehe
Def. 1.2.2) charakterisieren (siehe [11]):

Satz 2.2.17 Vier verschiedene Punkte A, B,C, D in C., liegen genau dann gemeinsam
auf einem Mébiuskreis, wenn das Doppelverhdltmis DV(A, B, C, D) reell ist.

Satz 2.2.18 Sei g eine eigentliche Gerade in P3(R).

Ist g }f 1, so ist das Netzbild v(g) ein Kreis (der auch zu einem Punkt entartet sein kann).
Ist g || p, so ist das Netzbild v(g) eine Gerade.

Beweis. Ist g € €, so ist das Netzbild von g ein Punkt.

Ist g ¢ &, so ist das Doppelverhiltnis von vier verschiedenen Punkten auf der Geraden ¢
reell. Nach Satz 2.2.16 ist das Doppelverhiltnis der vier Bildpunkte ebenfalls reell. Diese
liegen demnach (Satz 2.2.17) gemeinsam auf einem Mdbiuskreis.

Dieser Mobiuskreis ist genau dann eine Gerade, wenn der uneigentliche Punkt der Bilde-
bene y auf ihm liegt, was genau dann der Fall ist, wenn g N s, # (), also wenn g || p.
O

Bemerkung 2.2.19 Sind g und h zwei Geraden einer Ebene ¢ in P3(IR) mit Schnittpunkt
S, dann haben die Netzbilder v(g) und v(h) die Punkte v(.S) und v(¢) gemeinsam. (Abb.
2.4).

Ist speziell g eine eigentliche Gerade in der Bildebene p, d.h. g = € N mit € # u sowie
h C e,und ist v(S) = S = v(e), so beriihrt v(h) die Gerade g in S. (Abb. 2.5).
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v(s)/V(E)
v(h) l v(g)

Abbildung 2.4: Bem. 2.2.19

Definition 2.2.20 Den Punkt v(g.,), das Netzbild des unendlich fernen Punktes einer
eigentlichen Geraden g in P3(R), nennt man den Netzfluchtpunkt von g.

Die Gerade v(e,,), das Netzbild der unendlich fernen Geraden einer eigentlichen Ebene
e}t pvin P?(R), nennt man die Netzfluchtspur von e.

Satz 2.2.21 Ist g eine eigentliche Gerade in P3(R) und g }f p, so ist ihr Netzbild v(g) der
Kreis mit dem Durchmesser (g N j1)v(gso). (AbD. 2.6).

Beweis. Da die Gerade g eigentlich und nicht parallel zu p ist, 148t sie sich schreiben als
g=(1,b,¢,0)0RV (0,d,e,1)R
fiir gewisse b, ¢, d, e € R. Es ist somit
gNu=(1,b+ci)C
und

V(9so) = v((0,d, e, 1)R) = (i,d + €i)C = (1,e — di)C.
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Abbildung 2.5: Bem. 2.2.19

Seinun P € gmit P # gNp, P # goo, d.h. P = (r(1,0,¢,0)+5(0,d, e, 1))R fiir gewisse
r,s € R*. Dann ist

V(P) = (r+ si,rb+ sd + (rc + se)i)C = (1, "trsdtlretsaiy e,

r+si

Mittels einer kleinen Rechnung ergeben sich

I/(P) . (g N /1/) __ sdtcst(se—bs)i cC

r+si

sowie

V(P) o V(goo) _ rb—ert(retrd)i e C.

r+st

Die diesen beiden komplexen Zahlen entsprechenden reellen Vektoren stehen senkrecht
zueinander genau dann, wenn dies fiir jene Vektoren der Fall ist, die den mit (r + si)
multiplizierten komplexen Zahlen entsprechen. Jene letzteren Vektoren sind

d+c und b—e
le—p ct+d )
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Sie stehen orthogonal aufeinander, da ihr Skalarprodukt gleich 0 ist. Die Punkte g N
i, V(P),v(gs) bilden also ein rechtwinkeliges Dreieck mit rechtem Winkel in v(P).
Nach dem Satz von Thales ist hiermit die Strecke (g N 1)r(gs) €in Durchmesser des
Kreises v(g). O

Bemerkung 2.2.22 Satz 2.2.21 bedeutet: ist g }f p eine eigentliche Gerade, so gibt es
genau einen Netzstrahl s # s,,, zu dem ¢ parallel ist. Der Netzfluchtpunkt von g ist damit
V(goo) = V(S0) = 8N p, und v(g) ist der Kreis mit dem Durchmesser (g N p)(s N p).
(Abb. 2.6).

)/ v(g,)

v(g) /

gsNu

Abbildung 2.6: Satz 2.2.21, Bem. 2.2.22

Satz 2.2.23 Die Netzfluchtspur v(c,) einer eigentlichen Ebene ¢ Y p ist die Gerade
durch v(e) senkrecht auf ¢ N v in . (Abb. 2.7).

Beweis. Nach Bemerkung 2.2.19 sind die Netzbilder aller Geraden h in € durch v(¢) Krei-
se durch v(e), die € N p in v(e) beriihren, oder € N u selbst. Im Falle eines Kreises hat
dieser nach Satz 2.2.21 den Durchmesser v(g)v(ho ). Also liegt v(h) auf der Senkrech-

ten in ¢ zu € N u durch v(g). Im anderen Fall ist v(h.,) der uneigentliche Punkt in .
U

Satz 2.2.24 Ist g eine eigentliche Gerade in P>(R) und g || u, so ist ihr Netzbild v(g)
eine Gerade, die den Grundriss g’ von g in p im Lotfusspunkt des Koordinatenursprungs
O auf ¢' schneidet. Der orientierte Winkel  zwischen v(g) und g’ ist gegeben durch

¢ = Zv(P)OP),

wobei P ein beliebiger eigentlicher Punkt auf g und P’ sein Grundriss in y ist. (Abb. 2.8).
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v(g)

V(E.)

Abbildung 2.7: Satz 2.2.23

Beweis. Wir nehmen an, dass ¢ in positiver z-Achsenrichtung bzgl. v liegt (der andere
Fall wird ganz analog gezeigt) und nicht in p enthalten ist (wofiir die Behauptung trivial
ist).

Ist () ein eigentlicher Punkt in der zu y parallelen Ebene € mit g C ¢, so liegt die Netz-
projektion v(()) auf dem Thaleskreis mit dem Durchmesser OQ)’, wobei ()’ der Grundriss
von @ in p ist. Das Verhiltnis der Kathetenldngen v(Q)Q’ zu Ov((Q) ist dabei fiir alle
eigentlichen Punkte () € ¢ ident, da dieses Verhiltnis genau deren z-Hohe iiber der Bil-
debene p ist (siehe die Definition der Netzstrahlen € € unter (1.1)). Das heifit, dass die
Grundrisse aller Punkte von € durch die Netzprojektion dieselbe Drehung um O um den
Winkel —( erfahren. Somit miissen auch die beiden Geraden ¢’ und v(g) den Winkel —(
einschlieBen.

Ist v(S) der Schnittpunkt von ¢’ und v(g) fiir einen Punkt S € g, so fillt die Kathete
v(S)S" mit ¢’ zusammen, d.h. ¢’ ist senkrecht zu Ov(S5).
(Fiir mehr Details siehe [2]). ]

Bemerkung 2.2.25 Es sei betont, dass der Winkel zwischen dem Netzbild und dem
Grundriss einer zur Bildebene j parallelen Geraden ausschlielich von deren Abstand
zu [, abhéngt.

Bemerkung 2.2.26 Gemil der Sitze 2.2.18 und 2.2.23 sind also die Netzbilder von Ge-
raden Mobiuskreise.

Umgekehrt 148t sich Folgendes sagen: Ist P ein Punkt auf einem Kreis & in u, weiters
sp € € der Netzstrahl durch P und () der zu P diametral liegende Kreispunkt, dann ist
die Gerade g || sp durch () eine Gerade, deren Netzbild der Kreis ist (siche Bem. 2.2.22).
Diese Gerade g ist Leitgerade der vom Kreis £ “erzeugten” Regelschar
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v(g)

Abbildung 2.8: Satz 2.2.24

RkSZ{SPES‘PEk}Cg

(siehe Satz 1.3.13(c)).

Auf diese Art erhilt man séimtliche Geraden g in P3(R), als Leitgeraden von Ry, deren
Netzbild der gegebene Kreis £ ist.

Ist [ eine eigentliche Gerade in p, so “erzeugt” diese analog eine Regelschar
Rl I:{Sp€8|5pﬂl7é®}cg.

Wiederum sind genau die Leitgeraden von R; jene Geraden in P?(R), deren Netzbild die
gegebene Gerade [ ist. Eine dieser Leitgeraden ist uneigentlich (vgl. Satz 2.2.23), alle
anderen sind parallel zur Bildebene .

Satz 2.2.27 Ist g eine eigentliche Gerade in i, P € i ein eigentlicher Punkt, P € s € €,
h eine zu s parallele und mit g inzidente Gerade, so ist die Netzprojektion v(g V h) der
Lotfufspunkt von P auf g. (Abb. 2.9).

Beweis. Nach Satz 2.2.21 ist v(h) der Kreis mit dem Durchmesser (h N p)v(hy) =
(h N p)v(ss) = (h N )P, also der Thaleskreis tiber (A N p)P. Da die Gerade h den in
der Ebene ¢ V h liegenden Netzstrahl schneidet, ist v(g V h) € g N v(h). Somit stehen
v(gV h)(hN ) und v(g V h)P senkrecht zueinander. O

Als Beispiel fiir die elliptische Netzprojektion sei die Kreiskonfiguration von Miquel
erwihnt (Auguste Miquel, 19. Jhdt.). Man kann dabei bemerken, dass ein in der Ebene
gegebener und nicht leicht durchschaubarer Sachverhalt durch Betrachtung der zugehori-
gen rdumlichen Konfiguration klar einsehbar wird:
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gVh

: lv(EVh)

v(h) 3

//P

Abbildung 2.9: Satz 2.2.27

Beispiel 2.2.28 In der Bildebene p sei ein Dreieck mit eigentlichen Eckpunkten A, B, C'
gegeben. Weiters sei X ¢ i ein beliebiger Punkt in P3(IR). Wir betrachten das Tetraeder
ABCX:

Die Geraden AV X, BV X,C VvV X gehen mittels Netzprojektion iiber in die sogenann-
ten Miquelkreise k4, k5, ko, die jeweils durch die Eckpunkte A bzw. B bzw. C' gehen.
Bezeichnen wir die Netzprojektionen v(a V X),v(bV X),v(c vV X) der Seitenebenen
aV X, 0V X, cV X des Tetraeders mit X, bzw. X} bzw. X, so geht Kreis k4 durch X,
und X, Kreis kg durch X, und X, und Kreis k¢ durch X, und X,. Alle drei Miquelkrei-
se gehen durch den gemeinsamen Punkt v(X), den sogenannten Miquelpunkt. Bewegt
sich der Punkt X auf einer Geraden g, so der Miquelpunkt v(X') auf dem Netzbild v(g).
(Abb. 2.10).
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Abbildung 2.10: Miquelsche Kreiskonfiguration



Kapitel 3

Elliptisches Netz und Dreiecksgeometrie

3.1 Bezeichnungen und Hilfssatze

Wie in Kapitel 2 ist € das elliptische Netz mit den Leitgeraden

uw = (1,0,0,—i)CV (0,1,—i,0)C,
= (1,0,0,9)CV (0,1,4,0)C

und p die Bildebene z3 = 0 in P3(R).
Die Abbildung

v:P3R) — p

ist die zuvor definierte elliptische Netzprojektion.

Unter einem Dreieck ABC' in der Ebene p verstehen wir immer eines mit eigentlichen
Eckpunkten.

Definition 3.1.1 Fiir einen Punkt G auf einer eigentlichen Geraden ¢ in x nennen wir
die mit g und dem Netzstrahl durch G inzidente Ebene Netzstrahlebene zu GG und g und
bezeichnen sie mit £(G, g).

Satz 3.1.2 Ist | ¢ & eine Gerade in P3(R), so bildet die Menge aller Treffstrahlen von |
aus & eine Regelschar in E.

Beweis. Das elliptische Netz € ist Fixstrahlmenge der zur Matrix (1.11) gehorenden ge-
scharten Kollineation 3 in P3(R) (siehe Satz 1.4.2). Wegen [ ¢ & ist [ windschief zu (1)
(sonst hitte $ den Fixpunkt [ N F()) und mit Satz 1.3.8 bilden somit die [ treffenden
Fixgeraden eine Regelschar in €. U



3.1 Bezeichnungen und Hilfssétze 61

Satz 3.1.3 Ist H; das Ebenenbiischel mit Trigergerade | ¢ & in P3(R), so ist die Menge
aller mit jeweils einer Ebene von H, inzidierenden Strahlen aus € eine Regelschar in &,
ndmlich dieselbe wie jene in Satz 3.1.2.

Beweis. Jede Ebene des Biischels JH; enthilt genau einen Strahl aus &, der [ in einem
Punkt P schneidet und zu jedem Punkt P auf [ gibt es genau einen Strahl aus &, der P
enthilt und somit genau eine Ebene des Biischels H{; aufspannt (siehe Sitze 1.3.10 und
1.4.2). Also ist die Menge der mit den Ebenen des Biischels JH{; inzidierenden Strahlen
aus € dieselbe wie jene in Satz 3.1.2. 0J

Die durch eine Gerade | ¢ € eindeutig bestimmte Regelschar in € der beiden vorigen
Siatze stiftet eine Projektivitidt zwischen der durch [ definierten Punktmenge und dem
durch [ definierten Ebenenbiischel:

Bemerkung 3.1.4 Ist [ ¢ & eine Gerade in P*(R), so ist [ als Punktmenge projektiv zum
Ebenenbiischel H; vermoge

ml — H
ED2s>3P — e£Ds.

Ist speziell [ C p, [ ¢ €, soist
m(P) =¢e(P,1)
die Netzstrahlebene zu P und [ und

m () = v(e)
die Netzprojektion der Ebene ¢ € J;.

Der letzte vorbereitende Satz dieses Abschnitts moge nun einleiten in die folgenden Un-
tersuchungen, in denen beispielhaft demonstriert werden soll, wie man das elliptische
Netz &, die Netzprojektion mittels dieses Netzes auf die Bildebene ;. und auch die Nor-
malprojektion auf i (entlang des zu i senkrechten Netzstrahles im Koordinatenursprung)
dazu beniitzen kann, um zahlreiche Tatsachen der ebenen Geometrie mit Konstruktionen
im projektiven Raum in eine Beziehung zu bringen. Es wird sich zeigen, dass sich man-
che Beweise mit diesen raumlichen Hilfsmitteln einfacher oder iiberschaubarer gestalten,
als dies mit Methoden der Ebene allein der Fall ist. Mit solchen Beziehungen zwischen
Raum und Ebene, zwischen “oben” und “unten”, mochte der Verfasser dieser Arbeit ei-
ne erste kleine, seines Wissens nach neuartige Anregung fiir weitere Untersuchungen in
diese Richtung geben.
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Abbildung 3.1: Satz 3.1.5

Satz 3.1.5 Sind t,, 15 verschiedene Tangenten einer Parabel mit Schnittpunkt P und legt
man einen Kreis k durch P und den Brennpunkt F' so, daf} dieser t, in P beriihrt, so ist
der zweite Schnittpunkt von k und ty der Beriihrpunkt von ty. (Abb. 3.1).

Beweis. Dem Satz liegt eine Tatsache zugrunde, die z.B. in [9] auf S. 165 erwihnt wird:

Jeder Kreis, der einem Tangentendreieck einer Parabel umschrieben ist, geht durch den
Brennpunkt F' der Parabel. (Abb. 3.2).

Wihlt man nun zu den zwei gegebenen Tangenten i, ¢, eine beliebige dritte Tangente
t3, so geht also der Umkreis des zugehorigen Tangentendreiecks durch den Parabelbrenn-
punkt. Bewegt man die Tangente ¢35 kontinuierlich “in Richtung” Tangente 5, so wird im
Grenzfall t3 = t5 aus dem Umkreis des Tangentendreiecks ein Kreis, der ¢ in P = t; N,
beriihrt, durch den Beriihrpunkt von ¢, und der Parabel und auch durch deren Brennpunkt
geht. U

Im folgenden Abschnitt werden wir zunichst durch naheliegendes Operieren mit Netz-
strahlebenen eines Dreiecks auf eine bestimmte Raumgerade und die sogenannten Artzt-
Parabeln stofSen. Daran anschliefend ergibt sich als Schnittpunkt dieser Raumgeraden mit
der Bildebene der Lemoinesche Punkt, iiber den Ross Honsberger sagt (siehe [4], S. 53):

“...the symmedian point is one of the crown jewels of modern geometry.”

Im daran anschlieBenden Abschnitt treten die beiden Brocardschen Punkte “auf die
Biihne”. Zu diesen sei nochmals Honsberger zitiert (S. 106):

“There 1s nothing on the surface of things to suggest any connection between the Brocard
points and the symmedian point.”

Es kann fiir uns also umso erstaunlicher sein, in welch natiirlicher Weise mittels des el-
liptischen Netzes € ein Zusammenhang gerade dieser Punkte resultiert!
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Abbildung 3.2: Beweis des Satzes 3.1.5

3.2 Durch Raumgeraden definierte Parabeln

Satz 3.2.1 Seien b, c zwei verschiedene Geraden in u mit eigentlichem Schnittpunkt A
und g eine zu b, c und dem Netzstrahl durch A windschiefe Gerade in P3(R). Dann gilt:
Durchlduft X alle Punkte von g, so umhiillen die Geraden

Xy VX,

eine Parabel in i, wobei Xy, := v(bV X ) und X. :=v(cV X). (Abb. 3.3).

Abbildung 3.3: Satz 3.2.1
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Beweis. Wegen bN g = () und ¢ N g = 0 sind die Ebenenbiischel H;, und H. perspektiv
vermoge
c:Hy—9g—H.:e—enNg—cV(eNg).

Somit ist nach Bemerkung 3.1.4 die Abbildung
b—c: Xy 7, tom(Xp)

eine Projektivitit, jedoch keine Perspektivitit, da wegen der windschiefen Lage von g und
dem mit A inzidenten Netzstrahl 7 'om,(A) # A. Die Menge

{Xb V 7T;10'7Tb(Xb) | Xy € b}

ist also Menge von Tangenten eines Kegelschnitts in p. In ihr ist die Ferngerade der Ebene
1 enthalten. Also ist der Kegelschnitt eine Parabel. U

Bemerkung 3.2.2 Die Geraden b und c in Satz 3.2.1 gehoren zur Menge der Tangenten
der Parabel.

Definition 3.2.3 Wir bezeichnen die in Satz 3.2.1 durch die Geraden g, b und c festge-
legte Parabel mit Par(g,b, c). Fiir die zu einem Punkt X € ¢ gehorende Tangente von
Par(g,b, c) schreiben wir tx (b, c).

Satz 3.2.4 Seien b, c, A und g wie in Satz 3.2.1.
Weiters sei s € € mit

sC AVyg.

Dann geht s durch den Brennpunkt I’ der Parabel Par(g, b, c), d.h. das Netzbild v(AV g)
der Ebene AV g ist der Brennpunkt der Parabel Par(g,b,c). (Abb. 3.4).

Beweis. Sei X ¢ y ein beliebiger Punkt auf der Geraden g. Nach Satz 3.2.1 ist die zu X
gehorende Gerade X, V X, Tangente von Par(g, b, c). Die Netzprojektion der Geraden
AV X ist ein Kreis durch die Punkte A, X;, X, also Umkreis des Tangentendreiecks
b, c, X V X.. Nach einem bekannten Satz (siehe z.B. [9], S. 165) geht der Umkreis eines
jeden Tangentendreiecks einer Parabel durch deren Brennpunkt. Die Gerade A V X liegt
in der Ebene A V g, hat also mit dem Strahl s C A V g einen gemeinsamen Punkt.
Dessen Netzprojektion liegt somit auf allen Tangentendreieck-Umkreisen, muf also der
Brennpunkt sein, da A dafiir nicht in Frage kommt. U

Bemerkung 3.2.5 Nach Satz 3.2.4 liegt also der Brennpunkt der Parabel Par(g, b, c) auf
der Netzprojektion der Geraden g.
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Abbildung 3.4: Satz 3.2.4

Wir konnen nun den Satz 3.2.4 (Bem. 3.2.5) zu einer Aussage iiber ein Dreieck in der
Bildebene  und eine Raumgerade heranziehen, indem wir ihn auf die Dreieckseiten a, b
bzw. b, c bzw. ¢, a anwenden:

Satz 3.2.6 In y sei ein Dreieck ABC' gegeben. Weiters sei g in P*(R) eine Gerade, die
zu den Dreieckseiten a, b, c und zu den Netzstrahlen durch die Eckpunkte windschief ist.
Dann liegen die Brennpunkte der Parabeln Par(g,a,b), Par(g,b, c) und Par(g,c,a) auf
der Netzprojektion v(g) von g. (Abb. 3.5).

Bemerkung 3.2.7 Auf der Netzprojektion der Raumgeraden ¢ liegt auch der Miquel-
punkt der zum Tetraeder ABC'X gehorenden Miquelschen Kreiskonfiguration fiir alle
X € g, X ¢ p. Siehe dazu Beispiel 2.2.28.

Bemerkung 3.2.8 Wir bezeichnen die Brennpunkte der Parabeln Par(g,a,b),
Par(g,b,c) und Par(g, c,a) mit Fyy, Fy. bzw. Fy,.

Die Geraden A V Fy., BV F,, und C V F,;, schneiden sich im Spurpunkt g N x4 von g.
(Abb. 3.5).

Beweis. Es ist AV F,. = AV (g N p), da nach Satz 3.2.4 die Ebenen AV gund AV s
ident sind, wobei s € € der durch Fj,. gehende Netzstrahl ist.

Ebensoist BV F,, = BV (¢gNu)und C V Fy, = C'V (g N p), woraus die Behauptung
folgt. U

Eine spezielle Tangente einer Parabel ist jene in ihrem Scheitelpunkt. Der nichste Satz
gibt Auskunft dariiber, durch welchen Punkt X auf der Raumgeraden g die Scheiteltan-
gente gemdl Satz 3.2.1 “erzeugt” wird:
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Par(g,b,c

fPar(g,a,b)

Abbildung 3.5: Satz 3.2.6, Bem. 3.2.8

Satz 3.2.9 Seien b, c, A und g wie in Satz 3.2.1.
Die Gerade h sei die zum Netzstrahl s C AV g (d.h. s geht durch den Brennpunkt der
Parabel Par(g,b, ¢) nach Satz 3.2.4) parallele Gerade durch A. Dann ist fiir

X:=hnNg

die (gemdfs Satz 3.2.1) zugehirige Tangente tx (b, c) die Scheiteltangente der Parabel
Par(g,b,c). (Abb. 3.6).

Beweis. Der LotfuBpunkt des Brennpunktes einer Parabel bzgl. einer beliebigen eigentli-
chen Tangente liegt auf der Scheiteltangente der Parabel (siehe z.B. [9], S. 163). Ist s der
Netzstrahl durch den Brennpunkt, so sind nach Satz 2.2.27 die Lotfulpunkte des Brenn-
punktes bzgl. Parabeltangenten b und ¢ gegeben durch die Netzprojektion der Ebenen
bV hy bzw. ¢ V hy, wobei hy, hy zu s parallele Geraden durch b bzw. ¢ sind. Die Schnitt-
gerade h der Ebenen b V hy und ¢ V hs ist parallel zu s und liegt in der Ebene A V g, da
s C AV gnach Satz 3.2.4. Somit existiert der Punkt X := hNg, und die zu ihm gehorende
Tangente ist wegen X, = v(bV X) = v(bV hy) und X, = v(cV X) = v(cV hy) die
Scheiteltangente der Parabel (siehe Satz 3.2.4). ]

Zu einem Punkt X auf der Raumgeraden g mit zugehoriger Tangente ¢ x (b, ¢) erhilt man
deren Beriihrpunkt als Netzbild einer gewissen Ebene, wie im folgenden Satz gezeigt
wird:

Satz 3.2.10 Seien b, c, A und g wie in Satz 3.2.1.
Sei s der Netzstrahl durch den Brennpunkt Fy. der Parabel Par(g,b,c) und X € g,
X & p, mit zugehoriger Tangente tx (b, c). Dann existiert (nach Satz 3.2.4) der Punkt
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Parabelachse

Par(g,b,c) _—
tX(blc) o~ g

Abbildung 3.6: Satz 3.2.9

Y =(AvX)Nns
und der Beriihrpunkt der Tangente tx (b, ¢) ist die Netzprojektion
v(tx(b,c) VY)

der Ebene tx(b,c) VY. (Abb. 3.7).

Beweis. Sei X, die Netzprojektion der Ebene b VV X, also X, = tx(b,c) N b (Satz 3.2.1).
Die Netzprojektion der Geraden X, V Y ist ein Kreis & durch X}, und Brennpunkt Fj,. der
Parabel. Da A, Y, X kollinear sind, sind die Ebenen V'Y und bV X ident. Deshalb ist der
zweite Schnittpunkt von & und b, d.h. die Netzprojektion von b V'Y, gleich X, (siche Bem.
2.2.19). Der Kreis £ beriihrt also die Parabeltangente b im Punkt X;,. Nach Satz 3.1.5 ist
der zweite Schnittpunkt von &k und tx (b, ¢) der Berithrpunkt von ¢x (b, ¢). Dieser zweite
Schnittpunkt ist aber die Netzprojektion der Ebene ¢ x (b, ¢) V Y (nach Bem. 2.2.19). [

Aus Satz 3.2.10 folgt im speziellen die raumliche Konstruktion des Parabelscheitels via
Scheiteltangente:

Bemerkung 3.2.11 Bestimmt X € g die Scheiteltangente ¢y der Parabel Par(g,b,c)
gemdl Satz 3.2.9, so ist deren Scheitel gegeben durch die Netzprojektion

I/(tX V Soo)
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v(tx(b,0)VY)

Abbildung 3.7: Satz 3.2.10

der Ebene tx V s, wobel s, der unendlich ferne Punkt des Netzstrahls s durch den
Brennpunkt der Parabel ist. (Abb. 3.8).

Wie wir bisher gesehen haben, kann man zu einem Dreieck ABC' in der Bildebene p mit-
tels einer Geraden g in P3(R) unter Zuhilfenahme des elliptischen Netzes € eine Parabel
generieren, die z.B. die beiden Dreieckseiten b, c als Tangenten besitzt (Bem. 3.2.2). Eine
weitere Frage besteht nun darin, wie die Gerade g liegen muss, damit die Beriihrpunkte
der Tangenten b und c die Eckpunkte C' bzw. B sind. Dazu zunéchst die

Definition 3.2.12 Ein Paar (L, /) bestehend aus einem Punkt L und einer Geraden | C 1
mit L. € [ heillt Linienelement einer Kurve in p, wenn [ eine Tangente der Kurve und L
der zugehorige Beriihrpunkt ist.

Satz 3.2.13 Sei ABC ein Dreieck in j1. Die Gerade g sei windschief zu den Dreieckseiten
b, c und zum Netzstrahl durch A. Die durch g,b, ¢ bestimmte Parabel sei Par(g, b, c) (Def.
3.2.3). Weiter seien die Geraden g4 und h s durch A definiert als Schnitt jeweils zweier
Netzstrahlebenen (Def. 3.1.1):

ga = (A, c)ne(C)),
ha = e(Ab)Ne(B,c).

Dann gilt (Abb. 3.9):

Par(g,b,c) hat (C,b) und (B, c) als Linienelemente < g C ga V ha.
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v(t,Vs.)

%
Par(g,b,c)

T Parabelachse

Abbildung 3.8: Bem. 3.2.11

Beweis. Wir bezeichnen den Netzstrahl durch den Brennpunkt der Parabel mit sp.

“="

Da (C, b) Linienelement der Parabel ist, gibt es einen Punkt X € g, sodass X, V X. = b
ist, wobei X, = v(bV X) und X. = v(cV X) (siehe Satz 3.2.1). Das heifit aber, dass
X. = A, also X in der Netzstrahlebene ¢(A4, c) liegt.

Da C' der Beriihrpunkt der Tangente b ist, muss mit Y := (A V X) N s die Ebene b V' Y
gleich der Netzstrahlebene «(C, b) sein (siehe Satz 3.2.10). Wegen b VY = b Vv X folgt
daraus, dass X auch in der Netzstrahlebene (C, b) liegt. Also ist X Element der Geraden
e(A,c)Ne(C,b) = ga.

Analog folgt aus der Annahme, dass (B, ¢) Linienelement der Parabel ist, dass es einen
Punkt X’ € g, X’ # X gibt, der Element der Geraden £( A, b)Ne(B, ¢) = h ist. Folglich
ist X V X’ = g enthalten in der Ebene g4 V h 4.

13

S

Sei g C gaV ha. Nach Satz 3.2.4 ist sr enthalten in der Ebene A V g, also sp C g4 V hy.
Somit s N g4 # 0 und die Netzprojektion v(g4) ist ein Kreis durch den Brennpunkt
der Parabel. Wegen g4 C ¢(A, ¢) ist A zweifacher Schnittpunkt dieses Kreises mit der
Seite ¢ (Bem. 2.2.19), d.h. v(ga) beriihrt ¢ in A. Folglich ist nach Satz 3.1.5 der zweite
Schnittpunkt von v(g4) mit der Seite b (aufier A) der Beriihrpunkt von b mit der Parabel
Par(g,b, c). Dieser Punkt ist aber wegen g4 C &(C,b) der Punkt C, also ist (C,b) ein
Linienelement der Parabel.

Analog folgt aus sp N ha # (), dass (B, ¢) ein Linienelement der Parabel ist. O

Bemerkung 3.2.14 Sind die Voraussetzungen des Satzes 3.2.13 erfiillt und ist
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Abbildung 3.9: Satz 3.2.13, Satz 3.2.16

g C gaV hya,

so hat man folgende “Entsprechungen” zwischen Punkten auf g und Linienelementen der
Parabel (wie aus dem Beweis hervorgeht):

gAmg ~ (C7b)7
hanNg < (B,c).

Es stellt sich nun im Folgenden erwartungsgeméil heraus, dass nach Vorgabe eines Drei-
ecks ABC in der Bildebene p die eindeutig bestimmte Parabel mit den beiden Linienele-
menten (C,b) und (B, c) genau durch all jene Geraden g in P?*(R) gemiB Satz 3.2.1
“erzeugt” wird, die in der Ebene g4 V h 4 liegen und nicht durch den Punkt A gehen. Dazu
zunéchst folgendes

Lemma 3.2.15 Sei ABC ein Dreieck in der Bildebene i und die Geraden g4, h s definiert
wie in Satz 3.2.13. Dann gilt:

1) (gaVha)Np#bund (gaV ha) Np# ¢,

2) s € Emit A € s ist nicht enthalten in g4 \V h 4.

Beweis. 1) Die Netzprojektion von g4 ist ein Kreis k4, der c in A beriihrt, denn die beiden
Schnittpunkte von £, und ¢ sind g4 N p und die Netzprojektion der Ebene (A, ¢), in der
g4 enthalten ist, also identisch.

Analog ist die Netzprojektion von h 4 ein Kreis kj,, der b in A beriihrt. Der Schnittpunkt
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# A der Kreise k, und kj;, kann also weder auf b noch auf c liegen. Dieser ist aber die
Netzprojektion der Ebene g4 V h 4. Also kann die Spur dieser Ebene in 1« weder b noch ¢
sein.

2) Wire s € € mit A € s enthalten in g4 V h 4, so wire die Netzprojektion von g4 V ha
der Punkt A, d.h. die Kreise k, und k;, miiiten sich in A beriihren, was nicht moglich ist.
O

Aus Satz 3.2.13 und Lemma 3.2.15 folgt nun

Satz 3.2.16 Sei ABC' ein Dreieck in der Bildebene ji. Die beiden Geraden g, und h
seien wie ZUVOr:

ga = (A, c)ne(C)h),
ha = e(A,b)Ne(B,c).

Dann ist jede Gerade g C ga NV ha mit A & g windschief zu den Dreieckseiten b und c
und zum Netzstrahl durch A und generiert somit (gemdyf3 den Séitzen 3.2.1 und 3.2.10) die
eindeutig bestimmte Parabel mit den Linienelementen (C,b) und (B, ¢). (Abb. 3.9).

Die freie Wihlbarkeit der Geraden g innerhalb der Ebene g4V h 4 (Satz 3.2.16) zur Erzeu-
gung (gemil Satz 3.2.1) der durch die Linienelemente (C, b) und (B, ¢) definierten Para-
bel 146t die Vermutung entstehen, dass es eine Gerade geben miiflite, durch die nicht nur
diese Parabel, sondern auch die beiden anderen durch die Linienelemente (A, ¢), (C, a)
bzw. (B, a), (A, b) definierten Parabeln erzeugbar wiren. Dies ist der Fall, wie der nichste
Satz zeigt:

Satz 3.2.17 In der Bildebene 1 sei ein Dreieck ABC' gegeben. Die folgenden Geraden
durch die Eckpunkte A bzw. B bzw. C' seien:

ga = e(Ac)ne(C,b),
ha = e(Ab)Ne(B,c),
g = &(B,a)Ne(A,c),
hg = e(B,c)ne(C,a),
go = e(C,b)Nne(B,a),
he = e(C,a)Ne(A,Db).

Dann haben die Ebenen ga N ha, gg V hp und go V he eine Gerade o gemeinsam, also

0:=(9aVha)N(gsV hg)N(9cV he).
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Par(o,c,a)

Par(o,a,b)

Abbildung 3.10: Satz 3.2.17

Diese Gerade ist windschief zu den Dreieckseiten und zu den Netzstrahlen durch A, B
und C. Durch sie werden die Parabeln Par(o,b,c), Par(o,c,a) und Par(o,a,b) mit
den Linienelementen (C,b), (B, c) bzw. (4, ¢), (C, a) bzw. (B, a), (A,b) gemdf} Satz 3.2.1
erzeugt. (Abb. 3.10).

Beweis. Wir setzen 0 := (ga V ha) N (gp V hg). Mit Teil 1 von Lemma 3.2.15 folgt, daB o
windschief zu den Seiten a, b, c ist. Mit Teil 2 des Lemmas folgt, da3 o windschief zu den
Netzstrahlen durch A und B ist. Da g4 und gp in (A, ¢) enthalten sind, o jedoch nicht
(o ist windschief zu c), und o weder mit g4 noch mit gz leeren Durchschnitt hat, muf3
0N (gaNgg) # 0 sein. Daraus folgt o N (e(C,b) Ne(B,a)) = 0N go # 0.

Analog sieht man, daB o N (ha N hg) # 0, folglich oN (e(A4,b) Ne(C,a)) = oNhe # 0.
Wegen C' ¢ o ist somito C gc V he.

Mit Teil 2 von Lemma 3.2.15 gilt schlieBlich, daf o auch windschief zum Netzstrahl durch
C' ist. 0

Bemerkung 3.2.18 Die zu einem Dreieck ABC' gehorende Parabel mit den Linienele-
menten (C, b) und (B, ¢) trigt die Bezeichnung Artzt-Parabel (erster Art) bzgl. A (sie-
he z.B. [13]).

Die in Satz 3.2.17 durch die Gerade o erzeugten drei Parabeln sind also die Artzt-Parabeln
bzgl. A bzw. B bzw. C.

Mittels des elliptischen Netzes € und mit Hilfe der Geraden o eines Dreiecks kann eine
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interessante Eigenschaft der Artzt-Parabeln (Satz 3.2.25) hergeleitet werden. Dazu die
folgenden Definitionen (siehe [13]) und der anschlieBende Satz:

Definitionen 3.2.19 Der Lemoinesche Punkt L eines Dreiecks ABC ist der Schnitt-
punkt seiner drei Symmedianen, wobei eine Symmediane die an der Winkelhalbierenden

gespiegelte Schwerelinie (gespiegelte Mediane) ist.
(Emile Lemoine, 1840-1912, entdeckte diesen Punkt im Jahre 1874.)

Der Brocard-Kreis von ABC ist der Kreis mit dem Durchmesser U L, wobei U der Um-
kreismittelpunkt und L der Lemoinesche Punkt von ABC ist.
(Henri Brocard, 1845-1922)

Ist L der Lemoinesche Punkt eines Dreiecks ABC, so nennt man das aus den Schnitt-
punkten # L der Geraden AV L, BV L, C'V L mit dem Brocard-Kreis gebildete Dreieck
das zweite Brocard-Dreieck von ABC.

(Begriff des ersten Brocard-Dreiecks in Def. 3.3.8.)

Den Zusammenhang der Geraden o mit dem Lemoineschen Punkt L eines Dreiecks be-
schreibt

Satz 3.2.20 Sei ABC ein Dreieck in i und die Gerade o definiert wie in Satz 3.2.17.
Dann liegen die beiden Punkte

Oy :=¢(A,c)Ne(B,a)Ne(C,b),
Oy :=¢(B,c)Ne(C,a)Ne(A,Db)

auf o. Der Punkt
L:=o0oNpu

ist der Lemoinesche Punkt von ABC' und halbiert die Strecke O,0s.
Die Netzprojektion des unendlich fernen Punktes der Geraden o ist der Umkreismittel-
punkt U des Dreiecks ABC':

U = 1v(0x0)-
(Abb. 3.11).

Fiir den Beweis benotigen wir zwei kleine Hilfssitze.
Zuerst der sogenannte “Siidpolsatz” (siehe [5]):

Hilfsatz 3.2.21 In einem Dreieck schneiden sich eine Winkelsymmetrale und die Seiten-
symmetrale der dem Winkel gegeniiberliegenden Seite auf dem Umbkreis des Dreiecks.
(Abb. 3.12).
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Abbildung 3.11: Satz 3.2.20

Hilfsatz 3.2.22 Spiegelt man die Tangente an den Umkreis in B eines Dreiecks ABC an
der Winkelsymmetralen durch A und die gespiegelte Gerade nochmals an einer Normalen
auf Seite b, so ist die resultierende Gerade parallel zur Seite a. (Abb. 3.13).

Dieser Hilfssatz beruht auf dem “Sehnentangentenwinkelsatz” (siehe [5]), der besagt, dass
der Winkel zwischen der Kreissehne AB und der Tangente in B (oder in A) gleich dem
Peripheriewinkel ~ iiber dem Kreisbogen der Sehne AB ist.

Bemerkung 3.2.23 An dieser Stelle sei ein Beweisprinzip erwihnt, das wir immer wie-
der benutzen werden:

Im Zusammenhang mit dem elliptischen Netz € ist ein wichtiger Punkt eines Dreiecks
ABC' dessen Umkreismittelpunkt UU. Wendet man namlich auf das Dreieck eine Mobi-
ustranslation mit einer Matrix der Gestalt

=(39)

(mit einem gewissen 5 € C*) an, die den Umkreismittelpunkt U des Dreiecks in den Ko-
ordinatenursprung verschiebt, so haben die Netzstrahlen in den Eckpunkten des Dreiecks
alle dieselbe Steigung bzgl. der Bildebene pi. Ein Netzstrahl kann durch Rotation um den
senkrechten Netzstrahl s;; in jeden anderen der drei libergefiihrt werden.

Die zu A gehorende Kollineation mit Abbildungsmatrix A (siehe 1.16) 146t das elliptische
Netz € invariant, hat die Bildebene p und die Fernebene w (siehe 2.1) als Fixebenen und
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Abbildung 3.12: Siidpolsatz

l1aBt den Normalabstand eines eigentlichen Punktes von p unverdndert, wie man sich leicht
klar macht.

Allgemein gilt: sofern die einzelnen Behauptungen eines Satzes invariant sind bzgl. ei-
ner solchen Verschiebung, darf diese 0.B.d.A. fiir den Beweis dieser Behauptungen in
Anspruch genommen werden.

Nun zum Beweis des Satzes 3.2.20:

Beweis. Nach den Definitionen in Satz 3.2.17 ist

O1 = gaNgsNyc,
Oy = hanhgnNhec.

Damit ist klar, dass O; und O, auf o liegen.

Fiir das Weitere wenden wir auf das Dreieck eine Mobiustranslation an, die den Umkreis-
mittelpunkt U des Dreiecks in den Koordinatenursprung verschiebt (siche Bem. 3.2.23).

Die O; und O, definierenden Netzstrahlebenen haben nun eine bzgl. 1 symmetrische
(spiegelbildliche) Stellung zueinander:

£(A, ¢) symmetrisch zu (B, ¢),
e(B, a) symmetrisch zu £(C, a),
e(C, b) symmetrisch zu £(A, b).
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Abbildung 3.13: Hilfsatz 3.2.22

Daraus folgt, dass die Punkte O; und O, bzgl. u symmetrisch zueinander liegen und somit
o = 07 V O, senkrecht auf y steht, also parallel zum Netzstrahl in U ist. Mit Bem. 2.2.22
bedeutet dies, dass U und o N p diametral auf dem Kreis v(0) liegen und U = v(04).

Es bleibt zu zeigen, dass oM i der Lemoinesche Punkt des Dreiecks ist (siehe Abb. 3.14):
Die zu 1 senkrechte Gerade o ist per Definition enthalten in der ebenfalls senkrecht auf p
stehenden Ebene g4 V h,4 durch den Eckpunkt A. Es ist also zu zeigen, dass die Gerade
(ga V ha) N p, oder anders gesagt, der Grundriss (Projektion parallel s;;) von z.B. hy4 in
1, eine Symmediane des Dreiecks ist. Das ist genau dann der Fall, wenn der Grundriss
des an der durch die Winkelhalbierende w,, verlaufenden und zu j: senkrechten Ebene ¢,
erzeugten Spiegelbildes h 4 der Geraden h 4 eine Mediane ist.

Esist hy = e(A,b) Ne(B,c) (siehe Satz 3.2.17). Wir spiegeln also die Ebenen
e(A,b) =bVssunde(B,c) =cVsp

an der den Winkel o halbierenden und zur Bildebene 11 senkrechten Ebene ¢,

Zunichst die Spiegelung der Ebene b V s4:

Der Grundriss s’y des Netzstrahles s 4 in A ist die Tangente in A. Sei IV, der Schnittpunkt
der Winkelhalbierenden w,, mit dem Umkreis von ABC'. Das Spiegelbild von s, an w, ist
parallel zur Tangente ¢y, in W, an den Umkreis (w,, als Umkreissehne betrachten). Diese
Tangente ¢y, ist nach dem “Siidpolsatz” (siehe Hilfssatz 3.2.21) parallel zur Dreieckseite
a. Also ist das Spiegelbild s4 von s4 an der Ebene ¢, parallel zum Netzstrahl sy, in W,
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Abbildung 3.14: Beweis des Satzes 3.2.20; Ansicht von oben

und sein Grundriss s’ parallel zu a. Da die Seite b in die Seite ¢ gespiegelt wird, ergibt
sich also:

bV sqg — cV sy

SAA H 8Wa7

sa' | a.

Nun zur Spiegelung der Ebene c V sp:

Sei sp der an ¢, gespiegelte Netzstrahl sg. Die Seite ¢ geht durch diese Spiegelung iiber
in die Seite b. Sei P := b N sp. Die Gerade sp werde nun nochmals gespiegelt an der
auf die Seite b senkrechten Ebene durch P und der resultierende Strahl bezeichnet mit
sp. Die gespiegelte Ebene ist zuniichst b V s3. Der Ubergang zum Strahl s 148t diese
unverindert, also b V sz = bV sp. Nach Hilfssatz 3.2.22 ist der Grundriss sz’ von sz
parallel zu a.

Ausfiihrlicher gesagt: sp ist parallel zum Strahl 5y, wobei sy, der an p gespiegelte
Netzstrahl sy, ist. Es kann ndmlich s nicht parallel zu sy, || s sein, da sonst h~A =Sy
und damit h4 = s4, was nicht moglich ist.

Wir haben also die Zuordnung

cVsg—bVsg
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s | sw.,
sg' || a.
Da die Steigungen der Geraden s || sy, und sp || Sy, bzgl. der Bildebene y gleich

sind und wegen der Parallelitiit ihrer Grundrisse zur Dreieckseite a schneiden sich also

die Ebenen ¢V s4 und b V sz in der Geraden hNA, deren Grundriss hNAI die Mediane durch
Alist. U

Bzgl. moglicher weiterer Untersuchungen, die sich aus dem Beweis von Satz 3.2.20 erge-
ben, siehe 3.5.1.

Der Satz 3.2.20 besagt aufgrund von Bemerkung 2.2.22, dass das Netzbild v(0) der Ge-
raden o eines Dreiecks dessen Brocard-Kreis ist. Deshalb ergibt sich fiir die Gerade o die
naheliegende

Definition 3.2.24 Die zu einem Dreieck ABC' in u gehorende Gerade o € P3(R) (Satz
3.2.17) erhilt die Bezeichnung Brocard-Gerade von ABC.

Weiterhin erhalten wir den

Satz 3.2.25 Die Brennpunkte der Artzt-Parabeln eines Dreiecks sind identisch mit den
Eckpunkten seines zweiten Brocard-Dreiecks. (Abb. 3.15).

Par(o,b,c)

Par(o,a,b)

Abbildung 3.15: Satz 3.2.25
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Beweis. Sei ABC das gegebene Dreieck in der Bildebene . Nach Satz 3.2.4 ist die Netz-
projektion (A V o) der Ebene AV o, wobei o die Brocard-Gerade des Dreiecks ist, gleich
dem Brennpunkt F},. der Artzt-Parabel Par(o,b, ¢) mit den Linienelementen (C,b) und
B, ¢). Der Brennpunkt Fj,. liegt also einerseits auf dem Brocard-Kreis v(0), da der Netz-
strahl s € € mit s C A V o die Gerade o schneidet. Andererseits ist £}, Element von
(AVvo)Nu=AV(oNnu) = AV L, wobei L = o N p der Lemoinesche Punkt des
Dreiecks ist (Satz 3.2.20). Das heil3t, ;. ist ein Eckpunkt des zweiten Brocard-Dreiecks.
Analog fiir die anderen beiden Artzt-Parabeln. U

Im néchsten Abschnitt befassen wir uns etwas ndher mit einigen Beziehungen der
Brocard-Geraden eines Dreiecks mit zugehorigen Phanomenen in der Ebene, insofern
diese durch das elliptische Netz € vermittelt werden.

3.3 Die Brocard-Gerade eines Dreiecks

Mit o bezeichnen wir durchwegs die mit Satz 3.2.17 eingefiihrte und in 3.2.24 definierte
Brocard-Gerade eines Dreiecks ABC' in der Bildebene p. Im Folgenden benotigen wir
den Begriff der Brocardschen Punkte und des Brocardschen Winkels (siehe [4]):

Satz 3.3.1 Sei ABC ein Dreieck in der Bildebene |1 und die Kreise ka, kg, ko wie folgt
definiert:

ka geht durch C und beriihrt die Seite c in A,
kg geht durch A und beriihrt die Seite a in B,
k¢ geht durch B und beriihrt die Seite b in C.

Diese drei Kreise schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt. (Abb. 3.16).

Beweis. Es liegt eine spezielle Miquelsche Kreiskonfiguration vor (vgl. Beispiel 2.2.28).
Sei

O =¢(A,c)Ne(B,a)Ne(C,b) =gaNgsNyge
mit

ga = e(A,c)ne(C)b),
g = e(B,a)Ne(A,c),
gc = e(C,b)Ne(B,a)

=

S
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der auf der Brocard-Geraden o des Dreiecks liegende Punkt (siehe Satz 3.2.20).

Wegen g4 C £(A,c) beriihrt der Kreis v(g4) die Seite ¢ in A (Bem. 2.2.19). Wegen
ga C £(C,b) geht er durch C'. Somit ist v(g4) der Kreis k 4.

Analog ist der Kreis v(gp) ident mit kg und der Kreis v(g¢) ident mit k.

Alle drei Kreise haben den Punkt v(O;) gemeinsam. O

Definition 3.3.2 Den auf dem Brocard-Kreis v(0) eines Dreiecks ABC' in y liegenden
Schnittpunkt

V(Ol) = Ql
der drei Kreise k4, kg, k¢ in Satz 3.3.1 mit
O, =¢(A,c)Ne(B,a)Ne(C,b) €0

nennt man den ersten Brocardschen Punkt des Dreiecks ABC'. (Abb. 3.16).

= C
\ v(o)
I¢g

Abbildung 3.16: Satz 3.3.1, Def. 3.3.2

Satz 3.3.3 Sei ABC ein Dreieck in der Bildebene y und die Kreise 'y, k', ki, wie folgt
definiert:

'y geht durch B und beriihrt die Seite b in A,
ks geht durch C und beriihrt die Seite c in B,
k¢ geht durch A und beriihrt die Seite a in C.
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Diese drei Kreise schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt. (Abb. 3.17).

Beweis. Wie in Satz 3.3.1 liegt auch hier eine spezielle Miquelsche Kreiskonfiguration
vor. Sei

OQ = S(B,C) ﬂ&(C, a) ﬂs(A,b) = hA N hB N hc

mit
ha = €(A,b)Ne(B,c),
hg = e(B,c)ne(C,a),
he = e(C,a)Ne(ADb)

der auf der Brocard-Geraden o des Dreiecks liegende Punkt (siehe Satz 3.2.20).

Wegen hy C e(A,b) beriihrt der Kreis v(hy) die Seite b in A (Bem. 2.2.19). Wegen
ha C (B, c) geht er durch B. Somit ist v(h4) der Kreis £/,.

Analog ist der Kreis v(hg) ident mit k% und der Kreis v(h¢) ident mit k..

Alle drei Kreise haben den Punkt v(O5) gemeinsam. O

Definition 3.3.4 Den auf dem Brocard-Kreis (o) eines Dreiecks ABC' in 4 liegenden
Schnittpunkt

v(03) =: Q)
der drei Kreise 'y, k5, k¢ in Satz 3.3.3 mit
Oy =¢(B,c)Ne(Cya)Ne(Ab) €o
nennt man den zweiten Brocardschen Punkt des Dreiecks ABC'. (Abb. 3.17).
Der folgende Satz zeigt die Besonderheit der Brocardschen Punkte:

Satz 3.3.5 Die Punkte €2, und ), seien die Brocardschen Punkte eines Dreiecks ABC.
Dann schlieflen die Geraden AV §2y, BV €y, C'V Qq mit den Seiten ¢ bzw. a bzw. b
denselben Winkel w ein.

Auch die Geraden AN Qq, B\ )y, C'V )y schliefBen mit den Seiten b bzw. ¢ bzw. a diesen
Winkel w ein. (Abb. 3.18).

Beweis. (Siehe auch Abb. 3.19). Es ist Qs = v(O3) mit Oy = (B, ¢) Ne(C,a) Ne(A,b).
Wir schneiden die Netzstrahlebene (A, b) mit der Ebene € || ¢ und O, € e. Die Schnitt-
gerade by und damit auch ihr Grundriss 0, in 4 ist parallel zur Dreieckseite b. Thre Netz-
projektion v(by) ist die Gerade durch A und €2,. Sie schliet mit ihrem Grundriss b}, den
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v(o)

Abbildung 3.17: Satz 3.3.3, Def. 3.3.4

Winkel Zv(02)00, = ZQ,00), ein, wobei O der Koordinatenursprung und O/, der
Grundriss von O, in i ist (Satz 2.2.24). Dieser Winkel wird wegen b}, || b auch von den
Geraden v(by) = AV € und b eingeschlossen.

Analog findet man durch Schnitt der Netzstrahlebenen (B, ¢) bzw. £(C, a) mit ¢, dass
BV Qy und ¢ bzw. C' V 5, und a denselben Winkel Z,00), einschlieBen.

Die Behauptung fiir ; = v(0;) und Oy = (A, ¢) Ne(B,a) Ne(C,b) wird auf gleiche
Weise bewiesen, indem man die einzelnen Netzstrahlebenen mit der p-parallelen Ebene
durch O; schneidet. Der idente Winkel ist dann Z2;O0). Da aber nach Satz 3.2.20 die
Punkte O; und O, von p denselben Abstand haben, miissen sogar die beiden Winkel
Z,00] und £Q,00), identisch sein (sieche Bem. 2.2.25). O

Definition 3.3.6 Der zu den Brocardschen Punkten {2; und €2, eines Dreiecks ABC
gemal Satz 3.3.5 gehorende gemeinsame Winkel w nennt man den Brocardschen Win-
kel des Dreiecks.

Bemerkung 3.3.7 Aus dem Beweis von Satz 3.3.5 wird ersichtlich, dass der Brocardsche
Winkel w eines Dreiecks auch am Brocard-Kreis zu finden ist, namlich:

w=2LNWUL=/ZQUL,

wobei U der Umkreismittelpunkt und L der Lemoinesche Punkt des Dreiecks sind. (Abb.
3.20).
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Abbildung 3.18: Satz 3.3.5

Beweis. Man verschiebe das Dreieck zuerst so in u, dass U in den Koordinatenursprung
fallt. Dann ist O] = O} = L, weil die Brocard-Gerade o senkrecht auf  steht. UJ

Fiir die weiteren Betrachtungen nun die folgende Definition und der anschlieBende Satz
(siehe [4]):

Definition 3.3.8 Ist (2; der erste Brocardsche Punkt eines Dreiecks ABC', so nennt man
das aus den Schnittpunkten # €2y der Geraden A V €2y, BV 1, C'V €)1 mit dem Brocard-
Kreis gebildete Dreieck das erste Brocard-Dreieck von ABC'.

Fiir das erste Brocard-Dreieck gilt eine bemerkenswerte Tatsache:

Satz 3.3.9 Ist ()5 der zweite Brocardsche Punkt eines Dreiecks ABC' in ji, so bilden die
Schnittpunkte # Qo der Geraden A N §2s, B V €y, C'V Qg9 mit dem Brocard-Kreis das
erste Brocard-Dreieck. Genauer gilt:

(BV ) Nv(o)=(CVQ)Nv(o)=(UV Mpge)Nv(o) = P,
(CVv)Nv(o)=(AVQ)Nr(o)= UV Mca)Nrv(o) = B,
(AV Q) Nv(o)=(BVQ)Nv(o)=(UV Mag)Nv(o) =: P.
sind die Eckpunkte des ersten Brocard-Dreiecks von ABC, wobei jeweils die Schnittpunk-
te # QU bzw. # Qo bzw. # U mit dem Brocard-Kreis v(o) (siehe 3.2.24) gemeint sind

und )y der erste Brocardsche Punkt, U der Umkreismittelpunkt und Mpc, Mca, Map
die Seitenmitten des Dreicks ABC sind. (Abb. 3.21).

Beweis. (Siehe auch Abb. 3.22). Wir zeigen exemplarisch die Identitét

(CVv)Nv(o)=(AVQy)Nrv(o)=(UV Mca)Nv(o)
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Abbildung 3.19: Beweis des Satzes 3.3.5; Ansicht von oben

und beginnen wie im Beweis von Satz 3.3.5, wobei zuvor 0.B.d.A. das Dreieck in p so
verschoben werde, dass U im Koordinatenursprung liegt, wodurch die Brocard-Gerade o
senkrecht zu y ist (Satz 3.2.20):

Die Netzstrahlebene (A, b) werde mit der Ebene ¢5 || 1 und Oy € e geschnitten. Die
Schnittgerade by ist parallel zur Dreieckseite b. Thre Netzprojektion v/(by) ist die Gerade
AV Qs,da Oy € by wegen Oy € e(A, D).

Weiters werde die Netzstrahlebene ¢(C, b) mit der Ebene £; || ¢ und O; € 1 geschnit-
ten. Die Schnittgerade b, ist parallel zur Dreieckseite b. Ihre Netzprojektion v(b;) ist die
Gerade C'V 1, da Oy € by wegen O; € ¢(C,b).

Sei nun 7 die von der Brocard-Geraden o und der Geraden b, aufgespannte Ebene. Sie
steht senkrecht zur Bildebene p, da dies fiir o der Fall ist. In 7 ist auch die Gerade b,
enthalten. Es ist » = (N u) V h, wobei h eine zum Netzstrahl s;; durch U parallele und in
n liegende Gerade ist. Nach Satz 2.2.27 ist die Netzprojektion v(n) der LotfuBpunkt von
U auf n N p. Wegen (n N ) || b liegt also v(n) auf der Streckensymmetralen U V M¢ 4
der Seite b.

Der Netzstrahl s,, C 7 schneidet die in 7 liegenden Geraden o, b; und b,. Also schneiden
sich deren Netzbilder v(0), v(by) = C' V Q und v(be) = AV Qy im Punkt v(n) = F,. O

Der Zusammenhang der Seiten eines Dreiecks ABC' in der Bildebene p mit dessen
Brocard-Geraden o sowie deren Netzprojektion v(0), dem Brocard-Kreis des Dreiecks,
zeigt sich insbesondere, wenn man die folgenden harmonischen Involutionen ins Auge
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Abbildung 3.20: Bem. 3.3.7

fasst (siehe Def. 3.3.2 und 3.3.4):

[(O1,0,) := Involution auf o mit den Fixpunkten Oy, Oy,

I(©,9Qs) := Involution auf (o) mit den Fixpunkten €2y, (2o,
I(A, B) := Involution auf ¢ mit den Fixpunkten A, B,
I(B,C) := Involution auf a mit den Fixpunkten B, C,
[(C,A) := Involution auf b mit den Fixpunkten C, A.

Entsprechen sich zwei Punkte X und Y bzgl. einer der eben definierten Involutionen, so
schreiben wir dafiir kurz X ~ Y.

Fiir einen Punkt X € IP’3(R), der auf keiner der Dreieckseiten liegt, bezeichnen wir die
Netzbilder der Ebenena VvV X, bV X, ¢V X mit

X, = v(aVX), 3.1
X, = v(bVX), (3.2)
X, = v(cVvX). (3.3)

Damit gilt

Satz 3.3.10 Sind X, X' zwei Punkte auf der Brocard-Geraden o eines Dreiecks ABC' in
pund Xo, X, X, X[, X, X! die zugehorigen Punkte gemdf3 (3.1), (3.2), (3.3), so gilt:

Xe~v Xl Xy~v XX~ Xl o X~ X = (X)) ~v(X).
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v(0) u

Abbildung 3.21: Satz 3.3.9

Ubertriigt man die Involutionen 1(A, B), 1(B, C), I(C, A) mittels der Eckpunkte P, bzw.
P, bzw. P, des ersten Brocard-Dreiecks (siehe Satz 3.3.9) auf den Brocardschen Kreis
v(0), so sind die so iibertragenen Involutionen jeweils ident mit der Involution 1(2, §)5).

Beweis. Aufgrund der Projektivitit 7: X — aV X — X, = 7, (a vV X) (siche Bem.
3.1.4) iibertrigt sich die Involution I(O1, O,) auf die Involution I( B, C') der Dreieckseite
a, da wegen O; € (B, a) (siehe Satz 3.2.20) der Punkt O; auf 7(O;) = v(aV O,) = B
und wegen Oy € £(C, a) der Punkt O auf 7(03) = v(a V Oy) = C' abgebildet wird.
Damit ist aber auch die Ubertragung von I( B, C) auf 1(O;, O,) gezeigt.

Analog fiir die Seiten b und c.

Ebenso wird mittels Netzprojektion v die Involution I(O;, ;) auf die Involution
I(€21, ) des Brocard-Kreises iibertragen, da v das Doppelverhiltnis invariant 146t (Satz
2.2.16).

Zur letzten Behauptung: wird etwa die Involution I( A, B) mittels P. auf den Brocardschen
Kreis v(0) tibertragen, so wird der Fixpunkt A auf den Fixpunkt €2; und der Fixpunkt
B auf den Fixpunkt €2, abgebildet (siehe P. in Satz 3.3.9). Also muss die iibertragene
Involution mit I(£2;, {25) ident sein. O

Der nichste Satz liefert eine weitere Charakterisierung der Brocard-Geraden eines Drei-
ecks:

Satz 3.3.11 Sei ABC ein Dreieck in der Bildebene |1 mit den Seiten a, b, ¢ und
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Abbildung 3.22: Beweis des Satzes 3.3.9

0= (gA V hA) N (gB V hB) N (gc V hc)

seine Brocard-Gerade mit den Geraden ga,ha, gg,hp, gc, hc wie in Satz 3.2.17. Die
Punkte Oy und Oy auf o seien definiert wie in Satz 3.2.20.
Zu jedem Punkt X € P3(R) \ p gibt es eineindeutig das Punktetripel (X,, Xy, X..), wobei

X, = v(aVX)€a,
Xy = v(bVX)eb,
X, = v(evX)ec

Dann gilt:
Xeo\peTV(X,,B,C)=TV(X,,C,A) =TV(X., A, B).
Fiir X € o\ p sind die obigen Teilverhdiltnisse ident mit
DV(X,01,05,0Npu) = (1 —=DV(X,0N pu,01,05)) 7L

(Abb. 3.23).

Beweis. Die Abbildung m: X — aV X — X, = 7, !(a V X) ist eine Projektivitit von o
nach a (siehe Bem. 3.1.4) mit 7(O;) = B, 7(O3) = C und m(0 N pt) = a0, der co-ferne
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Abbildung 3.23: Satz 3.3.11

Punkt auf a.
Fir X € o\ p gilt somit:
TV(X,, B,C) = DV(X,, B,C, ay)
= DV(r(X), m(O1),m(O2), (0N p))
= DV(X, 01, 02, onN ,u)
Ebenso ist TV(X,,C, A) = TV(X,, A, B) = DV(X,01,02,0N p).
Ist umgekehrt TV(X,, B,C) = TV(X,,C, A) = TV(X,, A, B), so gilt fiir
X :=¢e(Xq4,a) No,

Xy :=e(Xp,b) No,
X3 :=¢e(X,,c)No

wie zuvor:

TV(X,,B,C) =TV
TV(X,,C, A) =TV
TV

Xl)aa Ba C) = DV(XI) Ol> 027 o lu)’
X2)bacv A) DV(XQaOhOQvOﬂ/'I’)’
X3)c7 Av B)

((
((
TV(XC,A,B) = (( = DV(Xg,Ol,OQ,Oﬂ/,I,),
also DV(Xl, 01, 02, on /,L) = DV(X2, Ol, 02, on ,u) = DV(X3, 01, 02, on /,L) Daraus
fOlthl :X2 :Xg =Xec O\,LL
Die Identitit DV (X, 01,05,0 N u) = (1 — DV(X, 0N p, 01, 05))~* folgt aus den Ver-
tauschungsregeln fiir das Doppelverhiltnis (siehe z.B. [8]). U
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Aus dem letzten Satz ergibt sich eine hinreichende Bedingung dafiir, dass der Miquel-
punkt einer Miquelschen Kreiskonfiguration eines Dreiecks (siehe Beispiel 2.2.28) auf
dessen Brocard-Kreis liegt:

Bemerkung 3.3.12 Seien ABC ein Dreieck mit den Seiten a, b, c und X, € a, X, € b,
X. € cdrei weitere Punkte. Die zugehorigen Miquelkreise sind

k4 durch A, X, X,,
kg durch B, X., X,,
ko durch C, X, X,.

Sie schneiden sich im Miquelpunkt M.
Sind nun die Teilverhéltnisse TV (X,, B,C), TV (X, C, A), TV(X,, A, B) alle ident, so
liegt der Miquelpunkt M auf dem Brocard-Kreis von ABC.

Die Umkehrung gilt allerdings nicht, da es unendlich viele Geraden in P3(IR) gibt, deren
Netzbild der Brocard-Kreis von ABC' ist (siche Bem. 2.2.26).

Mit folgenden Teilverhiltnissen erhalten wir als Miquelpunkte die speziellen Punkte auf
dem Brocard-Kreis (Sitze 3.2.20, 3.3.11, Def. 3.3.2, 3.3.4):

TV(X,, B,C) = TV(X,,C, A) = TV(X,, A, B) = + = M =1,
TV(X,,B,C) = TV(Xy,C,A) = TV(X,, A, B) = 1 = M=Qy,
TV(X,,B,C) = TV(Xy,C,A) = TV(X,, A, B) = 0 = M =Q,.

Eine weitere Folgerung aus den Eigenschaften der Brocard-Geraden o eines Dreiecks ist

Satz 3.3.13 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 3.3.11.
Dann sind fiir alle Punkte X € o\ u die Schwerpunkte der Dreiecke ABC und X, X, X,
identisch. (Abb. 3.24).

Beweis. Ist X € o\ p, so sind nach Satz 3.3.11 die Teilverhiltnisse TV (X,, B,C),
TV (X, C, A), TV(X,, A, B) ident, d.h. es gibt ein A € R (Bem. 2.2.15), sodass
Xoe=AB+ (1 -X)C,
Xy =AC + (1 - M)A,
X, =M+ (1-)\)B.
Also ist
1/3(Xe+Xo+ X)) =1/3[(MA+B+C)+(1-N(A+B+C)|=1/3(A+B+C).

O
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Abbildung 3.24: Satz 3.3.13

Zum Schluss dieses Abschnitts kehren wir nochmals zuriick zu den Artzt-Parabeln eines
Dreiecks:

Satz 3.3.14 Sei ABC' ein Dreieck in der Bildebene i und o die zugehdorige Brocard-
Gerade (Satz 3.2.17). Durch o werden gemdfs Satz 3.2.17 die drei Artzt-Parabeln

Par(o,b, c) mit den Linienelementen (C,b), (B, ¢),
Par(o, ¢, a) mit den Linienelementen (A, c), (C,a),
Par(o, a,b) mit den Linienelementen (B, a), (A, b)

erzeugt. Zu jedem Punkt X € o\ p gibt es Tangenten mit zugehorigen Beriihrpunkten
(Scitze 3.2.1 und 3.2.10):

t4 an Parabel Par(o,b, c) mit Beriihrpunkt T 4,
tp an Parabel Par(o, ¢, a) mit Beriihrpunkt Tp,
tc an Parabel Par(o, a,b) mit Beriihrpunkt T¢

und es gilt: Die Dreiecke ABC und T'y\TgT haben denselben Schwerpunkt. (Abb. 3.25).
Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir

Lemma 3.3.15 Gegeben sei ein Dreieck ABC in p mit der zugehorigen Brocard-
Geraden o und den beiden Punkten
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Par(o,b,c)

Par(o,a,b) ° B

Abbildung 3.25: Satz 3.3.14

O1=¢(A,c)Ne(B,a)Ne(C,b),
Oy =¢(B,c)Ne(C,a)Ne(A,b)

auf o. Sei s € &€ der Netzstrahl durch den Brennpunkt Fy,. der Artzt-Parabel Par(o,b,c)
(esist s C AV onach Satz 3.2.4)und X € o\ p, X ¢ {Oy,O2}. Die zu X gehorende
Tangente an die Parabel gemdf3 Satz 3.2.1 istty = X, V X, wobei X, = v(bV X) € b
und X, =v(cV X) € c

Weiters seien Y1 := (AVO;)Nsund Y := (AVOy)Ns. Dann gilt fiir die Netzprojektionen
der Ebenent VY, undto V Ys:

V(tA V Yl) == Xb,
V(tA V }/2) = XC.

(Abbildungen 3.26 und 3.27).

Beweis. Die Dreieckseite b ist Tangente der Parabel Par(o, b, ¢) mit dem Beriihrpunkt C'.
Wegen X # O, sind die Tangenten ¢ 4 und b verschieden.

Wir definieren die Gerade

hZ:)/l\/Xb.

Diese liegt in der Ebene Y; Vb = O Vb = ¢(C,b). Wegen Y; € sistv(Y;) = Fy,, also
die Netzprojektion v(h) ein Kreis durch die Punkte F}., X, und C' = v(¢(C,b)).
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Par{o,b,c)

Abbildung 3.26: Lemma 3.3.15

Die beiden Parabeltangenten b # 4 haben den Schnittpunkt X,. Legt man gemil} Satz
3.1.5 einen Kreis k£ durch X} und den Brennpunkt £, so, dass dieser ¢4 in X, beriihrt,
so ist der zweite Schnittpunkt von £ mit b der Beriihrpunkt von b. Dieser ist C', sodass
der Kreis v(h) mit k ident sein muss. Also beriihrt v(h) die Tangente ¢4 in X,. Nach
Bemerkung 2.2.19 muss aber dann wegen h C t4 V Y gelten: v(t4 V Y]) = X.

Die Behauptung v(t4 V Y,;) = X, wird analog bewiesen, indem h := Y5 V X, und die
Tangente c verwendet werden. U

Mit Hilfe von Lemma 3.3.15 nun der Beweis des Satzes 3.3.14:

Beweis. (Siehe auch Abb. 3.28). Fiir X € {O;, Oy} sind die zugehdrigen Parabeltangen-
ten gleich den Dreieckseiten mit den Beriihrpunkten A, B, C. Die Behauptung ist also
dann trivial.

Sei also X ¢ {Oq, 0} ein fix gewihlter Punkt auf der Brocard-Geraden o des Dreiecks
und ¢ 4 die zugehorige Tangente mit Beriihrpunkt 7'4.

Weiters sei s der Netzstrahl durch den Brennpunkt F},. der Artzt-Parabel Par (o, b, ¢), also
s C AV onach Satz 3.2.4. Jedem Punkt Y, € o ist der Punkt Y := (A V Y,) N s bijektiv
zugeordnet. Diese Abbildung Y, — Y ist eine Perspektivitit von o nach s. Da auch die
Abbildung Y +— t4 V'Y perspektiv ist, ist die Funktion Y +— v(t4 V Y') eine Projektivitit
von s nach ¢4 (siehe Bem. 3.1.4). Insgesamt haben wir also die Projektivitit

p:o — ty
Y, — V(ZfA\/Y)
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Par(o,b,c)

Abbildung 3.27: Lemma 3.3.15

mitY = (AVY,) Ns.
Fiir ¢ gilt nach Satz 3.2.10 bzw. Lemma 3.3.15:

(X)) =Ta,
©(O1) = Xy,
©(0q) = X..

Es ist somit
DV(X,01,02,0N ) = DV (T4, Xp, Xe, (ta)oo) = TV (T, Xp, Xe).
Zum Punkt X gilt analog fiir die Tangenten ¢z und ¢ der anderen beiden Artzt-Parabeln:
DV(X,01,09,0Npu) =DV(Ts, X, Xo, (tB)se) = TV (T, X, Xa)
bzw.
DV(X,01,05,0N ) =DV (Te, Xo, X, (tc)s) = TV(Te, Xo, Xb).
Wir erhalten also die Identitéit
TV(Ta, Xp, Xe) = TV(Tp, X, Xo) = TV(Te, Xo, Xp).

Wie im Beweis von Satz 3.3.13 ergibt sich daraus, dass der Schwerpunkt des Dreiecks
T4TgTe gleich jenem des Dreiecks X, X, X, ist. Das letztere hat aber nach eben diesem
Satz den gleichen Schwerpunkt wie ABC'. UJ
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Par(o,b,c)

Abbildung 3.28: Beweis des Satzes 3.3.14

3.4 Die harmonisch Konjugierten der Brocard-Geraden

In diesem Abschnitt wird die Brocard-Gerade o eines Dreiecks als Ausgangsobjekt ver-
wendet, um zu weiteren Geraden zu kommen, die mit ihr bzgl. des gegebenen Dreiecks
und mittels des elliptischen Netzes € in engem Zusammenhang stehen.

Drei paarweise windschiefe Geraden g, h, [ in P3(R) bestimmen eindeutig eine Regel-
schar R := (g, h,l), in der g, h, [ enthalten sind (siehe Satz 1.3.3). In dieser von g, h, [
aufgespannten Regelschar R gibt es genau eine Gerade m, die zu g, h, [ harmonisch liegt,
d.h. fiir das Doppelverhiltnis gilt:

DV(g,h,l,m) = —1.

(Das Doppelverhiltnis von vier Geraden einer Regelschar ist definiert iiber den Schnitt
mit einer beliebigen Leitgeraden; siehe auch Def. 2.2.7).

Man sagt, die Regelgerade m ist harmonisch konjugiert zur Regelgeraden [ bzgl. g, h
oder auch: die Regelgeradenpaare (g, k) und (I, m) bilden eine harmonische hyperboli-
sche Gruppe (siehe etwa [1]).

Dem eben beschriebenen Sachverhalt liegt allgemeiner die harmonische axiale Kollinea-
tion @4, in P3(R) mit den beiden Achsen g und % zu Grunde:

Die Fixpunkte von @, sind genau die Punkte auf g und h. Ein Punkt P € P3(R), der auf
keiner der Achsen g oder h liegt, hat den bzgl. g und h
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harmonisch konjugierten Punkt

auf der durch P gehenden und die Achsen schneidenden Geraden als Bildpunkt.

Zu einem Punkt P in der Bildebene p sei sp der Netzstrahl aus € durch P.

Sind P, () zwei verschiedene Punkte in 1, so bezeichnen wir die zu den Achsen sp, s
gehorende harmonische axiale Kollineation (harmonische Konjugation) kurz mit ®pg
(statt @,,,). Die Kollineation @ pg bildet jeden Netzstrahl s € € auf den bzgl. sp, sg
harmonisch konjugierten Netzstrahl s’ € € ab (nach Satz 1.3.13(c) ist & Regelschar-
abgeschlossen). Die harmonische Konjugation ® p 146t also das elliptische Netz € inva-
riant. Nach Satz 1.8.1 gibt es also genau ein ¢pg € I'(C) oder genau ein ¢pg € I',(C),
sodass

CI)pQ € QO/p\Q bzw. (I)pQ € (,5736

Satz 3.4.1 Ist ®pg die harmonische Konjugation mit den Achsen sp, sq aus €, so ist ®pg
eine gleichsinnige netzerhaltende Kollineation, also

Ppq € Pro,
wobei ppg € I'(C) die harmonische Involution mit den Fixpunkten P, () ist.

Beweis. Sei R € yein Punkt, R ¢ {P,Q}, und T := v(®p(R)) das Netzbild des Bild-
punktes ® po(R). Dann bilden die Netzstrahlen sp, sg, Sg, S7 ein harmonisches Quadru-
pel, also DV (sp, sq, Sg, s7) = —1. Da die Netzprojektion v das Doppelverhiltnis inva-
riant 1d6t (Satz 2.2.16), ist somit auch DV(P, @), R,T) = —1. Die zu ®pg gehorende
Mobius-Transformation ¢pg ist also die harmonische Involution in I'(C) mit den Fix-
punkten P, QQ und ¢po(R) = T, da die Involutionen in I', (C) entweder keinen Fixpunkt
oder einen Mobiuskreis als Fixpunktmenge besitzen (siehe [11]). O

Bemerkung 3.4.2 Da vier verschiedene Punkte P, (), R, T € ;1 genau dann gemeinsam
auf einem Mobiuskreis liegen, wenn DV(P,Q, R,T) € R ist (siche Satz 2.2.17), 14Bt
¢pg in Satz 3.4.1 jeden Mobiuskreis durch P, () invariant.

Der zu R bzgl. P, () harmonische Bildpunkt 7" = ¢pq(R) 146t sich, wenn P, @, R auf
einem Kreis £ liegen, folgendermaBen konstruktiv ermitteln (siehe [11], S.75):

man lege in P und () Tangenten an den Kreis £ und durch deren Schnittpunkt und R eine
Gerade. Der zweite Schnittpunkt dieser Geraden mit & ist der Bildpunkt 7'.

Nach dieser Einleitung nun der

Satz 3.4.3 Sei ABC' ein Dreieck in p und o seine Brocard-Gerade. Nach Satz 3.2.17
ist o windschief zu den Netzstrahlen s, sg,sc. Die Geraden o1, 04,03 seien die zu o
bzgl. der Netzstrahlenpaare (S 4, sg) bzw. (sg, S¢) bzw. (s, Sa) harmonisch konjugierten
Geraden. Die Spurpunkte von o1, 05, 03 in |1 seien
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A= OQﬂ,LL,
B :=o03Np,
C':=o01Npu.

Dann gilt: A'B'C" ist das Tangentialdreieck von ABC, d.h. ABC' hat bzgl. seines Um-
kreises die Tangenten

A"V B'inC,
B'vV(Cin A,
C'v A'in B.

(Abb. 3.29).

Abbildung 3.29: Satz 3.4.3

Beweis. (Siehe auch Abb. 3.30). Das Dreieck ABC' werde so in . verschoben, dass sein
Umkreismittelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Damit ist der unendlich ferne Punkt
0 der Brocard-Geraden o gleich (0, 0,0, 1)R (siehe Satz 3.2.20 und Bem. 3.2.23).

Seien

h:= (SAVOOO) n (SB Vooo)9
H1 = hﬂSB,
H2 = thA.
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Die Ebenen s 4 Vo, und sp Vo stehen senkrecht auf pi. Ihre Schnittgeraden mit p sind die
Tangenten ¢4, tp an den Umkreis von ABC in A bzw. B. Die Punkte H; und H; liegen
symmetrisch zu . Somit ist der auf h zu o,, bzgl. H; und H; harmonisch konjugierte
Punkt gleich ~ N p. Dieser Punkt liegt auf der zu o bzgl. (s4, sp) harmonisch konjugierten
Geraden 0; und auf den Tangenten ¢, und t, also C' = o, Npu=hNu=1tsNtp.

Analog fiir A’ und B’ O

Abbildung 3.30: Beweis des Satzes 3.4.3

Mit Hilfe des Tangentialdreiecks A’ B’'C” zu einem Dreieck ABC' 148t sich der Lemoine-
sche Punkt L. von ABC' auf eine weitere Art charakterisieren, denn es gilt

Satz 3.4.4 Ist ABC ein Dreieck in p und A’ B'C" sein Tangentialdreieck, so sind ABC
und A'B'C" perspektiv zueinander mit Zentrum L, dem Lemoineschen Punkt von ABC.
(Abb. 3.31).

Beweis. (Siehe auch Abb. 3.32). Es werde ABC' so in p verschoben, dass sein Umkreis-
mittelpunkt U im Ursprung liegt, also der Netzstrahl s;; in U senkrecht zu p ist (sieche
Bem. 3.2.23). Damit sind sowohl die Brocard-Gerade o von ABC' als auch die Gerade

h:=(saV 0s)N(SpV 0s)

senkrecht zu i, wobei s 4 und sp die Netzstrahlen in A bzw. B sind.
Wir zeigen, dass die Punkte C', L und C’ = h N p (siche Beweis von Satz 3.4.3) kollinear
sind. Seien
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Abbildung 3.31: Satz 3.4.4

H1 = hﬂSB,
Hy := hNsy.

Der Punkt Oy = (B, ¢) Ne(C,a) Ne(A,b) liegt auf o und auf der Geraden
he =¢e(C,a) Ne(A,b)

(siehe Satz 3.2.20).
Wegen H; € s, ist insbesondere

Hy €bVsa=e(AD).

Sei 55 der an der Bildebene i gespiegelte Strahl sp. Wegen H; € s und da H; und H»
symmetrisch zu y liegen, ist Hy € 5g. Da nun die Grundrisse der Geraden s € € und
55 denselben Winkel mit der Dreieckseite a einschliessen und beide Geraden dieselbe
Steigung bzgl. i besitzen, sind die Ebenen a V s¢ und a V sp ident. Also ist

HycaVvsg=aVsc=c¢e(Ca).

Insgesamt folgt also, dass Hy € ho. Da auch C' und O auf h¢ liegen, sind die Punkte C,
O, und H, kollinear. Dasselbe gilt dann aber auch fiir deren Normalprojektionen C, L, C’
auf die Bildebene pu.

Analog zeigt man die Kollinearitit der Punkte A, L, A’ bzw. B, L, B'. O
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Abbildung 3.32: Beweis des Satzes 3.4.4

3.5 Ausblicke

3.5.1 Im Beweis von Satz 3.2.20 wurde die Gerade h4 = (A, b) Ne(B, c) eines Dreiecks
ABC, dessen Umkreismittelpunkt der Koordinatenursprung ist, an der den Winkel « hal-

bierenden und zur Bildebene 1 senkrechten Ebene ¢, gespiegelt. Der Grundriss hNAI der
an ¢, gespiegelten Geraden h 4 in p stellte sich heraus als die Mediane, der Grundriss h/,
von h demzufolge als die Symmediane durch A.

Die Spiegelung von h,4 an €, geschah durch Spiegelung der Ebenen (A, b) und (B, ¢)
und wir hatten folgende Zuordnung:

ha=(bVsa)N(cVsp)—ha=(cVsa)N(DVsp).
Dabei galt fiir die Strahlen s4 und sp:

8:4 || sWa Y

5B |l Swa
wobei sy, der Netzstrahl € € im Schnittpunkt W, der Winkelhalbierenden von o mit
dem Umkreis von ABC und sy, der an der Bildebene 1 gespiegelte Strahl sy, ist.

Nun 148t sich die Spiegelung der Geraden g4 = (A4, ¢)Ne(C,b) an €, ganz analog durch
folgende Zuordnung beschreiben:

ga=(cVsa)N(bVsc)—ga=(bVsa)N(cVsg).
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Dabei ist die Ebene b \VV s, das Spiegelbild der Ebene b VV sp und die Ebene c V sp das
Spiegelbild der Ebene c V s bzgl. 1. Diese Symmetrieeigenschaft der beteiligten Ebenen
bleibt erhalten, auch wenn das Dreieck an einer anderen Stelle in p liegt, da eine Mobi-
ustranslation die zu p gleichabstindige Lage zweier Punkte erhilt (siehe Bem. 3.2.23).

Die Schreibweise wird vereinfacht und verallgemeinert durch

Definition 3.5.2 Sind ABC ein Dreieck sowie g eine eigentliche Gerade in der Bildebene
w1 und W, der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von o mit dem Umkreis von ABC),
so ist die Ebene ¢(a, g) definiert als

e(a,g) :=gVsmit(gNs)#Qunds || sw,,

wobei sy, € € der Netzstrahl im Punkt W, ist.

Mit e(«v, g) wird die bzgl. 11 gespiegelte Ebene (a, g) bezeichnet.
Analog fiir die Winkel 3 und ~.

Wir schreiben jetzt obige Spiegelungen in der neuen Schreibweise, der Vollstandigkeit
wegen auch fiir die Geraden hg, g5, he, go (siehe Satz 3.2.17). Dabei bedeutet sinngeméf
das Zeichen ~ die Spiegelung an €, bzw. €5 bzw. €:

ha=¢(Ab)Ne(B,c) — ha=c¢c(a,c)Ne(a,b),
ga=¢(A,c)Ne(Cb) — ga=-¢e(a,b)Ne(ayc),
hg =e(B,c)Ne(C,a) — hg=ce(B,a)Ne(B,0),
g5 =(B,a) Ne(A,0) — g = (8,0) NE(5.a)
he =¢e(C,a)Ne(Ab) — he=¢e(v,b)Ne(y,a),
goc =¢(C,b)Ne(B,a) — go=c¢(v,a)Ne(y,b)

Aus den sechs verschiedenen Ebenen auf der linken Seite der Pfeile wurden zwdlf ver-
schiedene Ebenen auf der rechten Seite derselben. Anders gesehen: die Punkte

O, = e(A,c)ne(B,a)Ne(C,b),
Oy = e(B,c)Nne(C,a)Ne(A,b)
“vervielfiltigen” sich in verschiedene Punkte My, Ms, Ms, ... auf der einen Seite und

Ny, No, N3, ... auf der anderen Seite der Bildebene p als Schnitt je dreier Ebenen durch
a, b und c unter den zwolf rechts der Pfeile.

EsistjaO;VO; = ound oNp = L der Lemoinesche Punkt des Dreiecks ABC'. Deswegen
ergeben sich Fragen wie z.B.:

(a) Welche Punkte sind die Schnitte von Geraden M; V N; mit p ?
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(b) Welche Punkte sind die Netzprojektionen von M; bzw. N; ?

3.5.3 Fiir den Beweis des zentralen Satzes 3.2.20 dieser Arbeit iiber den Lemoineschen
Punkt eines Dreiecks wurden zwei Tatsachen benutzt: der “Siidpolsatz” (3.2.21) und der
“Sehnentangentenwinkelsatz” (3.2.22). Es wire wohl interessant und lohnenswert, auch
fiir diese beiden Phanomene in der Ebene je ein Aquivalent zu finden, welches mit Hilfe
des elliptischen Netzes € innerhalb des projektiven Raumes P3(IR) formuliert ist.
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