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Einleitung

Auf dem internationalen Mathematikerkongre in Paris im Jahre 1900 hielt
der Mathematiker David Hilbert einen Vortrag mit dem Titel “Mathematische
Probleme”. Er formulierte zur Jahrhundertwende aus verschiedenen mathe-
matischen Bereichen 23 Probleme, “von deren Behandlung eine Forderung der
Wissenschaft sich erwarten 148t.” Beim 17. Problem handelt es sich um eine
Fragestellung, die — wie man in [17] §37 nachlesen kann — bei der Charakte-
risierung der mit Lineal und Eichmafl konstruierbaren Elemente auftaucht. Sie
lautet,

“ob nicht jede definite Form als Quotient von Summen von Formen-
quadraten dargestellt werden kann”

und

“ob die Koeffizienten der bei der Darstellung zu verwendenden For-
men stets in demjenigen Rationalitdtsbereich angenommen werden
diirfen, der durch die Koeffizienten der dargestellten Form gegeben
ist.”

Dabei heifit eine rationale Funktion f € K(X) in n Variabeln definit (im Fol-
genden positiv semidefinit) iiber K, wenn f(x) > 0 fiir alle z € K™ gilt.

Dieses Problem wurde 1927 von Emil Artin in [2] in folgender Form positiv
beantwortet:

Ist K ein reeller Zahlkoérper und f € K(X7,...,X,) positiv semide-
finit, so gibt es e; € K mit ¢; > 0 und g; € K(X1,...,X,,) mit

f=Y eg

Spiter stellte sich heraus, dafl man die Eigenschaft, dafl K ein Zahlkorper ist,
durch die Forderung, daf} f iiber dem reellen Abschlufl von K positiv semidefinit
ist, ersetzen kann.

In den 50ern versuchte man das 17. Hilbertsche Problem konstruktiv zu
l6sen, was auf eine stiickweise polynomiale Losung fithrte. Diese war insofern



EINLEITUNG

unbefriedigend, als da man, um eine Quadratsummendarstellung zu berech-
nen, zunéichst einmal feststellen mufite, in welchem Bereich der Koeffizienten
man sich befindet. Leider kann die stiickweise polynomiale Losung — wie Del-
zell in [11] zeigt — nicht zu einer polynomialen verbessert werden. Immerhin
ist aber eine stetige Abhingigkeit der Koeffizienten mdglich.

In dieser Diplomarbeit sollen nun einige Stetigkeitsaussagen rund um das
17. Hilbertsche Problem gesammelt und teilweise verallgemeinert werden. Die
Arbeit ist in 5 Kapitel unterteilt. Im ersten Kapitel werden — neben einigen
algebraischen — modelltheoretische Hifsmitteln zur Verfiigung gestellt. Ins-
besondere wird in Abschnitt 2 der Endlichkeitssatz bewiesen, der in den drei
Hauptsitzen in den Kapiteln 3 und 4 eine wichtige Rolle spielen wird. In Ka-
pitel 2 werden Ergebnisse iiber Pripositivbereiche und Positivbereiche héherer
Stufe auf Kérpern und Ringen zusammengetragen. Das Kapitel gipfelt in einem
Positivstellensatz, der in Kapitel 3 zwei Anwendungen in Verallgemeinerungen
des 17. Hilbertschen Problems findet. Zum einen wird der Fall betrachtet, dafl
f > 0 auf einer basisoffenen semialgebraischen Menge gilt, zum andern werden
Darstellungen als Summen hoherer Potenzen untersucht. In beiden Féllen wird
die Stetigkeit — auf geeigneten Teilmengen der Koeffizienten — bewiesen. Im
vierten Kapitel werden zunichst gewohnliche quadratische Formen und dann
T-Formen zu einem Pripositivbereich T' eingefiithrt und ein Reprisentations-
satz dazu bewiesen. Der Hauptsatz in diesem Kapitel ist die stetige schwache
Isotropie hyperbolischer quadratischer Formen. Betrachtet man dabei die Form
< 1,—f >, so erhilt man als Spezialfall wieder die Stetigkeit des 17. Hilbert-
schen Problems. In Kapitel 5 wird schliellich noch ein konstruktiver Beweis
der Stetigkeit des 17. Hilbertschen Problems in einer Unbestimmten iiber den
reellen Zahlen angegeben.

Herzlich danken mdchte ich an dieser Stelle meinem Betreuer Prof. Dr. A.
Prestel fiir die vielfache Hilfe und Unterstiitzung beim Entstehen dieser Ar-
beit, sowie T. Jacobi, der sich meine Arbeit durchgelesen hat und mir so einige
niitzliche Hinweise geben konnte.



Kapitel 1

Vorbemerkungen

1.1 Modelltheoretische Hilfsmittel

Die modelltheoretischen Begriffe und Symbole werden wie in [27] verwendet und
daher nicht noch einmal im Einzelnen eingefithrt. Zwischen den Elementen eines
Modells und den entsprechenden Konstanten in der dazugehérenden Sprache
wird allerdings in der Schreibweise nicht unterschieden.
Im Folgenden sei
L=(+,-,-,<,0,1)

die Sprache der angeordneten Kérper und R ein reell abgeschlossener Korper,
d.h. eine L-Struktur, in der die Kérperaxiome gelten, < eine mit der Additi-
on und Multiplikation vertréigliche lineare Ordnung auf R ist, jedes Polynom
ungeraden Grades eine Nullstelle in R hat und alle positiven Zahlen Quadrate
sind.

Es gelten folgende zwei niitzlichen Sitze, deren Beweis man z.B. in [27]
Kapitel 4.2 findet:

Satz 1.1.1 (Quantorenelimination)
Zu jeder L-Formel @ gibt es eine quantorenfreie L-Formel 1, deren freie Varia-
beln in denen von ¢ enthalten sind, so dajf

REV(p &)
gilt. D.h. die Theorie der reell abgeschlossenen Kdérper erlaubt Quantorenelimi-
nation.

Die Quantorenelimination ist dquivalent zur Substrukturvollstdndigkeit:

Satz 1.1.2 (Tarskiprinzip)
Sind R1 und Ry zwei reell abgeschlossene Korper, A C R1N Ry eine Substruktur
und ist @ eine L4-Aussage, so gilt
Ry IZ (2 <~ Ry ‘: @Y
Da sich QQ in jeden reell abgeschlossenen Korper einbetten lifit, folgt daraus,

dafl die Theorie der reell abgeschlossenen Koérper vollsténdig ist.
4
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Bemerkung 1.1.3 Als eine weitere Konsequenz aus der Quantorenelimination
erhilt man, dafl es zu jeder Lg-Formel ¢ mit freien Variabeln x = (z1,...,z,)
Indizes k,l € N und Elemente g;, p;; € R[X] gibt so da$

k l
REVz(p(@) ¢ \/ | @@ =0A A pij(z) <0])
i=1 j=1

Denn: Jede quantorenfreie Formel kann man als endliche Disjunktion von
Konjunktionen von Primformeln und negierten Primformeln schreiben. Da die
Lg-Terme gerade in Polynome mit Koeffizienten in R umwandelbar sind, kénnen
die Primformeln in der Form

q(z) =0 oder p(z) <0

mit p,q € R[X] geschrieben werden. Die negierten Primformeln haben dann die
dquivalente Gestalt

q(z) <0V —¢q(z) <0 oder —p(z) <0Vp(z)=0

Beriicksichtigt man nun noch, dafl g;(z) = 0A - - A gx(z) = 0 dquivalent ist zu
(g2 +---+q2)(z) = 0, so erhiilt man durch Ausklammern die gewiinschte Form.

Definiert ¢ eine offene Teilmenge des R"™, so erhilt man durch Komplementbil-
dung aus dem im Folgenden beschriebenen Endlichkeitssatz, dafl man sogar auf
die ¢; verzichten kann.

1.2 Endlichkeitssatz

Satz 1.2.1 (Endlichkeitssatz)

Ist o(z) eine Lgr-Formel mit den freien Variabeln x = (x1,...,2,) und ist die
Teilmenge {a € R™;R = ¢(a)} in R"™ abgeschlossen, so gibt es k,l € N und
pij € R[X] mit:

ko1
R EVz(p(z) < \/ /\ pij(z) > 0)

i=1j=1
Zum Beweis des Satzes werden noch zwei Lemmata bendtigt:

Lemma 1.2.2
Sei L eine Sprache, ¢ eine L-Aussage und seien I' und ¥ L-Aussagenmengen,
so daf es vy,v1 € I' mit der Eigenschaft

Y=y und YkEm
gibt. Gilt auflerdem fiir alle Modelle U,B von ¥, daff
ALB — AL B

dann ist @ modulo X dquivalent zu einer endlichen Disjunktion von Konjunk-
tionen von Elementen aus T.
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Einen Beweis dazu findet man in [27] Lemma 3.4.

Lemma 1.2.3
Seien R ein reell abgeschlossener Korper, O ein konvexer Bewertungsring von
R mit mazimalem Ideal M und o : O — O/M die Projektion. Ist dann b€ O™

ein Element mit Z[b] = Z[b], so gibt es einen Schnitt p : O/ — O, d.h. p ist
ein ordnungserhaltender Monomorphismus mit cop = idp /o, fir den auferdem
p(b) = b gilt.

Beweis: Jedes p : O/ — O mit 0 o p = idp/gy ist ordnungserhaltend, es
bleibt also noch die Homomorphieeigenschaft zu zeigen. Da O ein konvexer Be-
wertungsring ist, ist Q(b) C O. Sei Q(b) C K C O/90 ein maximaler Teilkdrper,
fiir den es einen Schnitt p gibt.

Ann: K # O/

Sei dann r € O mit 7 € O/M \ K.

1. Fall: 7 ist transzendent iiber K. Dann ist auch r transzendent iiber p(K)
und man kann p(7) := r setzen.

2. Fall: 7 ist algebraisch iiber K. Sei dann f € O[X], so daB f das Mi-
nimalpolynom von 7 iiber K ist. Wegen charK = 0 hat f nur einfa-
che Nullstellen, also wechselt f an der Stelle 7 im reell abgeschlossenen
Korper O/ das Vorzeichen. In einer Umgebung von 7 gilt daher ohne
Einschrinkung f(5) < 0 fiir s < 7 und f(¢) > 0 fiir ¢ > 7, woraus f(s) <0
und f(t) > 0 folgt. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann ein 7’ € r+9
mit f(r') = 0. Man setze also p(7) := 7.

Damit ist eine Erweiterung von p auf K(7) gefunden worden im Widerspruch
zur Maximalitéit von K. m|

Damit kann nun der Endlichkeitssatz bewiesen werden:

Beweis: von Satz 1.2.1.

Zunichst wird die Lg-Formel ¢(z) durch eine L-Formel ¢(z,y) ersetzt, wobei
y = (y1,---,Ym) fiir die endlich vielen in ¢ vorkommenden Konstanten aus R
steht. Mit z = (21,...,2,) sei

P(y) == Vz(-p(z,y) = Je(e > 0 AVz(||z — 2[|* < e = —p(2,1))))

Dann driickt 4 (b) aus, dal die durch ¢(z,b) definierte Menge abgeschlossen ist.
Sei

D(z,y) = {0 < p(z,y);p € Z[X, Y]} U{0 # q(y); ¢ € Z[Y]\ {0}}

Nun soll Lemma 1.2.2 auf folgende Situation angewandt werden:
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e Die Sprache sei L(a,b) mit ¢ € R" und b € R™.

e In 3 seien die Axiome eines reell abgeschlossenen Korpers zusammen mit
% (b).
e '=T(a,b) mit yp:0#0und y: 0# 1

e ¢ =¢(a,b)

Um die Voraussetzungen von Lemma 1.2.2 nachzupriifen, seien (R,a,b) und
(R',a',b') zwei Modelle von ¥ und es gelte sowohl (R, a,b) 4 (R',d',b') als
auch (R,a,b) = . Dann bleibt noch zu zeigen: (R',d’,b') = .

Dazu sei A C R der von a und b und A’ C R’ der von a' und ¥’ erzeugte
Ring. Wegen (R, a,b) L (R',ad',b') wird durch a — a',b +— b’ ein ordnungstreuer
Ringhomomorphismus o : A — A’ induziert, der eingeschrinkt auf Z[b] einen
Isomorphismus auf Z[b'] liefert.

Sei P der Kern von ¢ und O die konvexe Hiille von Ag in R. Dann ist O ein
Bewertungsring von R. Sei ferner 9t das maximale Ideal von O und R" = O /.
Dann ist R” reell abgeschlossen und es wird sich folgende Situation ergeben:

(R, a,b) (R',d, )
(|9 Lo R =0/m
A|£13 T QuoL(A')

(A,|a,b) 3, (A’,(|z’,b’)

| |
Z[b] —— Z[b]

A" 148t sich in R" einbetten: Dazu ist zu zeigen, daf§ die Projektion von O auf
O/M eine Fortsetzung von o ist. Zundchst 1iBt sich o durch o (%) = % fiir
r € Aund s € A\ P auf Ay fortsetzen und es gilt o(Ap) = Quot(A’) und
kerc = PAg. Es bleibt also MM N Ap = PAgp zu zeigen, woraus nach dem
Homomorphiesatz die Isomorphie Ag/M = QuotA’ folgt.

”C” Da 9 keine Einheiten enthalten kann, ist M N Ap G Ap. Da PAyp das
einzige maximale Ideal von Ag ist, muf} also 91N Ay darin enthalten sein.

?>” Seip e P,r € A\ P und sei ohne Einschrinkung 0 < p, r.
Ann: 2 ¢ .
Dann ist 7 € O, d.h. es gibt s € A und t € A\P mit 0 < s,¢ und
0< % < %, woraus

O<rt<pseP
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folgt. Da o ordnungserhaltend ist, ist 3 aber konvex, also gilt rt € 3,
woraus 7 € B oder t € P folgt, im Widerspruch zur Wahl von r und t.

Sei nun nach Lemma 1.2.3 p ein Schnitt zu o.

Ann.: (R,d V) = —e.
Mit dem Tarskiprinzip folgt dann (R”,a/,¥’) |E = und man erhélt durch
Anwenden von p auch (p(R"),p(a’),b) E —¢. Da (R',d',t') ein Modell
von ¥ und damit von 9 (b) ist, folgt analog (p(R"), p(a'),b) = % (b). Also
gibt es ein € € R” mit € > 0 und

p(R") = Va(|lz — p(a’)]| < ple) = —p(=,b))
Nach dem Tarskiprinzip erhilt man dann auch
R = Va(|la — pla')]] < ple) > ~p(a,b))

Da aufierdem R = ¢(a, b) gilt, folgt damit R = ||a— p(a’)|| > p(€), woraus
man durch Anwenden von o

llo(a) —d'|| >e>0

erhilt im Widerspruch zu o’ = o(a).

Einen anderen Beweis des Endlichkeitssatzes findet man in [8] Kapitel 2.7
Theorem 2.7.1.

1.3 Weitere Hilfsmittel

In diesem Abschnitt werden in loser Folge noch einige weitere Sitze und Lem-
mata erwihnt, die spater bendtigt werden.

Lemma 1.3.1

Sei A ein kommutativer Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von A. Ist dann 2 ein Ideal von A, das im Komplement von S enthalten ist, so
gibt es ein Primideal B von A mit A\ S D P D 2.

Beweis: Sei P ein maximales Ideal mit der Eigenschaft A\ S D P D A (die
Existenz liefert Zorns Lemma).

Beh: 3 ist ein Primideal.

Ann: Es gibt a,b € A\ P mit ab € P.

Wegen der Maximalitit von P gilt dann (B+aA)NS # 0 und (P+bA)NS # 0.
Seien also a1,b; € P und ag,by € A mit s := a1+aay € Sundr :=b; +bby € S.
Dann gilt rs = ajas + aagb; + bbaay + abasbse € P im Widerspruch zu S multi-
plikativ abgeschlossen und P C A\ S. a
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Lemma 1.3.2
Fiir einen kommutativen Ring A mit Eins und eine ganze Ringerweiterung B
iber A gilt:

1. B*NAC A~
2. Ist B ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal 9 und A ;Ct A ein Ideal von
A, so gilt A C IMN.
Beweis:

1. Seien ¢« € B*N A und b € B mit ab = 1, sowie ag,...,a,—1 € A mit
b + ap_1b"" 1+ .- + ag = 0. Multiplikation mit «”~! und auflésen nach
b liefert b= —a,_, — -+ —aga™ "' € A.

2. Seia € A, soist a ¢ AX. Wegen dem eben bewiesenen ist dann auch
a ¢ B*. Da B ein lokaler Ring ist, gilt 9 = B \ B> also folgt a € M.

O

Bemerkung 1.3.3 Sei K ein Koérper mit einem Absolutbetrag | | und sei
f(X)=X"+a, 1 X" '+ ... +ag € K[X] ein normiertes Polynom vom Grad
n. Sei ferner a € K eine Nullstelle von f mit |a| > 1. Dann gilt

n—1
jal <) lai
=0
Denn: 0 =a " Vf(a) =a+ 2?2—01 aiﬁ. Daraus folgt:

n—1 1
jal = =Dl

i=0
n—1 1
< Z ‘%’HW'
=0
n—1
S
=0

da mit |a|21&uch|#|§1fﬁr0§i§n—l.

Satz 1.3.4
Die Nullstellen eines Polynoms tber C hdngen stetig von dessen Koeffizienten
ab, d.h. ist ~ die durch

n
(a1,---,an) ~ (by,...,by) &= Fo € Sp N ai = boi
=1
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definierte Aquivalenzrelation auf C* und bezeichnet [(ay,...,ay,)] die Aquiva-
lenzklasse von (aq,...,a,) € C*, so ist die Abbildung

{(@0r--rn) €T 0, £0} — €/
(@gy---yan) —> [(AMy---5A0)]
mit Y g a; X' = an [[1_ (X — N;) stetig.
Einen Beweis dazu findet man zum Beispiel in [9] oder in [31] Theorem 4.5.

Lemma 1.3.5
Sei ~ wie in Satz 1.8.4 definiert. Dann ist die Quotientenabbildung

T cr — C/ ~
(@1,.--yan) — [(a1,...,ay)]

eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis: Sei A C C" abgeschlossen. Fiir z = (z1,...,2,) € C* und 0 € S,
sei 0z := (ZT41,---,%en). Dann ist o ein Vektorraumisomorphismus auf einem
endlichdimensionalen Vektorraum iiber R und damit ein Homoéomorphismus.
Folglich ist mit A auch 0 A umd damit 7~ '7(A4) = J,cg, 0 A in C" abgeschlos-
sen, was die Abgeschlossenheit von 7(A4) in C*/ ~ impliziert. O

10



Kapitel 2

Positivbereiche hoherer Stufe

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Definitionen und Sétze im Zu-
sammenhang mit Prépositivbereichen und Positivbereichen (hherer Stufe) ein-
gefithrt. Dabei ist Abschnitt 2 eine Vorbereitung fiir Satz 2.3.7 in Abschnitt 3,
der im Beweis der stetigen Darstellung als Summen 2m-ter Potenzen Verwen-
dung findet. Die Abschnitte 4 und 5 sind eine Vorbereitung fiir den in Abschnitt
6 bewiesenen Positivstellensatz.

Die Abschnitte 1 bis 3 sind an den Abschnitten 1 und 2 von [4] orientiert.
Die Abschnitte 4 und 5 sind an die Abschnitte 1 und 2 von [5] angelehnt und
Abschnitt 6 ist [7] entnommen.

2.1 Summen 2m-ter Potenzen

Definition 2.1.1
Eine Teilmenge P eines Ringes A mit Eins heifit Praprimstelle, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

P+PCP
P.-PCP
0,1eP,—1¢P

Definition 2.1.2
Eine Priprimstelle P eines Korpers K heifit Pripositivbereich n-ter Stufe
fiir ein n € N, falls gilt:

K"cP
P heifit vollstindig, falls

a>€eP=>aqePU-P

11
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Bemerkung 2.1.3 Es gibt nur Pripositivbereiche gerader Stufe und nur von
Koérpern mit charK = 0.

Denn: Ist n ungerade, so miifite gleichzeitig —1 ¢ P und —1 = (—1)" € P
gelten. Ist charK = p, so miifite ebenfalls —1 = (p — 1)1™ € P gelten.

Bemerkung 2.1.4 Ist P ein Pripositivbereich n-ter Stufe eines Korpers K, so
ist P* := P\ {0} eine Untergruppe von K*.
Denn: Ist a € P*, so folgt

1 n\"
~ =gt (—) epP
a a

Bemerkung 2.1.5 Ist P ein Pripositivbereich n-ter Stufe eines Kérpers K und
a € K ein Element fiir das a®> € P und a ¢ —P gilt, so ist P[a] := P+ Pa wieder
ein Pripositivbereich n-ter Stufe.

Denn: Pla] ist ein Halbring mit 0,1 € P C Pla] und K™ C P C PJa).
Ann: —1 € Pla]. Seien also u,v € P mit —1 = u + va. Dann folgt v # 0, da
sonst schon —1 € P gelten wiirde. Nach der letzten Bemerkung folgt daraus
v~! € P und damit a = —v~!(1 4+ u) € —P im Widerspruch zur Voraussetzung.

Lemma 2.1.6
Ist P ein Prdapositivbereich n-ter Stufe eines Korpers K und gibt es ein x € K
mit £ ¢ PU—P und z° € P, so gilt:

p= () Pla

a¢ PU—P
a2eP

Beweis:
"C”: klar
">": Sei b € (Pla]. Gilt a ¢ PU—P und a? € P fiir ein a € K, so gilt dies
auch fiir —a. Damit folgt also b € P[a] N P[—a] fiir alle a ¢ PU—P mit a? € P.
Sei also nun so ein a gewéhlt und seien dazu «, 3,7y, € P mit
b=a+ fa (2.1)
b=~v—da
76 (2.1)2 + af (2.2)? ergibt dann:
¥56% + aBb? = yi(a® + B%a?) + aB(y? + §%a*) € P
1. Fall: 0+ a8 =0
Wegen 6, a8 € P,—1 ¢ P und Bemerkung 2.1.4 folgt dann v6 = a8 = 0.
Daraus ergeben sich die vier Fille:
a=7=0 = be&Pan—Pa
B=7y=0 = beP N—Pa
a=0=0 = be&ePan P
=6=0 = beP N P

12
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Damit ist b € (PanN —Pa)U (PN —Pa)U (PanNP)U(PNP)=P,da
PN—P={0} unda ¢ PU—P.

. Fall: v6+aB8#0

Dann folgt mit Bemerkung 2.1.4 daB b* € P.

Ann: b ¢ P. Sowieso gilt b ¢ —P, denn sonst wire da =y — b € P und
damit auch ¢ € P im Widerspruch zur Wahl von a. Also gilt b¢ PU —P
und b% € P. Wie oben gilt dies dann auch fiir —b und damit folgt

be () Pla]c Pl-}
ag¢ PU—P
a2eP
Es gibt also o, 8 € P mit b = a — 8b. Daraus folgt b(1 + ) = a und mit
1+ B € P* schlieilich b € P im Widerspruch zur Annahme.

In beiden Fillen hat man damit b € P. O

Satz 2.1.7
Sei m € N und P’ ein Prdpositivbereich 2m-ter Stufe eines Korpers K. Dann

gilt:

1. Es gibt einen vollstdndigen Prdpositivbereich 2m-ter Stufe P von K mit

P' c P.

2. Sei P = {P C K; P wollstandiger Prdpositivbereich 2m - ter Stufe mit

P' C P}. Dann gilt:

Pr=P

Beweis:

1. Sei P C K ein maximaler Prépositivbereich 2m-ter Stufe mit der Eigen-

schaft P’ C P. (Die Existenz garantiert Zorns Lemma).

Beh: P ist vollstindig.

Ann: Es gibt ein ¢ € K mit > € P und a ¢ PU —P.

Mit Bemerkung 2.1.5 folgt dann, daB$ P[a] ein Prapositivbereich 2m-ter
Stufe ist. Wegen a ¢ P folgt aber Pla] 2 P im Widerspruch zur Maxima-
litét von P.

. Wegen Punkt 1 ist P nicht leer.

?C”: klar

"O": SeiT =P

Ann: Es gibt ein a € T mit a ¢ P'.

Sei P! C R C K ein maximaler Pripositivbereich 2m-ter Stufe mit der
Eigenschaft a ¢ R (Seine Existenz liefert wieder Zorns Lemma). Dann

13



2.2. STONE - RINGE

gibt es ein b € R mit b> € R und b ¢ RU —R (Sonst wire R vollstindig,
d.h. ReP. Alsogilt a ¢ R DT im Widerspruch zu a € T".)
Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 2.1.6 erfiillt und es gilt

R= (] R
b¢RU—R
b2eR
Wegen R & R[b] und Bemerkung 2.1.5 folgt aus der Maximalitét von R,
da8 a € RJb] fiir alle diese b gilt. Daraus folgt

ac ()| RB =R

im Widerspruch zur Wahl von R.

Korollar 2.1.8
Ist P' ein Pripositivbereich 2m - ter Stufe eines Korpers K und a € K ein

Element mit a ¢ P', dann gibt es einen vollstindigen Pripositivbereich 2m-ter
Stufe P mit P C P und a ¢ P.

Beweis: SeiP = {P C K; P ein vollstindiger Pripositivbereich 2m - ter Stufe
mit P' C P} wie in Satz 2.1.7.

Ann: a € P fiir alle P € P.

Dann wire a € [P = P’ (wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Satz 2.1.7 (2)
folgt) im Widerspruch zu a ¢ P'. O

2.2 Stone - Ringe

Definition 2.2.1
Sind A ein Ring mit Eins und P C A eine Teilmenge, so heifit das Paar (A, P)
Stone-Ring, falls es folgende Eigenschaften erfiillt:

1. P ist eine Préiprimstelle von A
2. PNn—P =0}

3. AaeAVnENn‘l_aEP

4. NgealAnen1+na € P=a € P

14



2.3. BEWERTUNGSRINGE UND PRAPRIMSTELLEN

Definition 2.2.2
Sind (A4, P1), (Ag, P;) zwei Stone-Ringe so heifit ein injektiver Ringhomomor-
phismus

g[) : A1 — A2
Einbettung von (A1, P;) in (A, P,), falls P, = ¢ () gilt.

Satz 2.2.3 (Darstellungssatz von Kadison-Dubois)
Fiir jeden Stone-Ring (A, P) gibt es einen kompakten Hausdorffraum X, so dafl
man (A, P) in (C(X),C(X)") einbetten kann. Dabei sind:

C(X) = {f:X — R [ stetig}
CX)t = {feCX); N\ flz)>0}

zeX

Beweis siehe [14]. Einen rein algebraischen Beweis findet man auch in [6].

Korollar 2.2.4
In einem Stone-Ring (A, P) gilt:

1. Die Quadrate liegen in P.

2. Fir n € N ungerade gilt o™ € P = a € P.

3. Es gibt keine nilpotenten FElemente aufer 0.
Beweis: Seinach 2.2.3 X ein kompakter Hausdorffraum und ¢ eine Einbettung
von (A, P) in ((C(X),C(X)™T).

1. Sei a € A. Dann gilt ¢(a?)(z) = (¢(a))?(x) > 0 fiir alle z € X. D.h.
#(a?) € C(X)* und damit a? € ¢ 1(C(X)) = P.

Mit den gleichen Argumenten lassen sich auch 2 und 3 beweisen. O

2.3 Bewertungsringe und Priprimstellen

Definition 2.3.1
Ein Bewertungsring O eines Korpers K heifit mit einer Préprimstelle P des
Korpers vertraglich, falls fiir das maximale Ideal 9t von O gilt:

1+9MCP
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Definition 2.3.2
Sei P ein vollstiandiger Priapositivbereich 2m -ter Stufe eines Korpers K. Dann
seien

O(P) = {a€K;\/n+tacP}
neN
M(P) := MEK}A%iaeP}
neN
Arch(P) := {a€O(P); /\ % +a€ P}
neN

Ist klar welcher Prapositivbereich gemeint ist, so bezeichnen O, 9 und Arch
die Mengen O(P), M(P) und Arch(P).

Ziel dieses Abschnittes ist es nun zu zeigen, dafl O(P) ein mit P vertriglicher
Bewertungsring ist und die von P auf O/9 induzierte Ordnung sogar archi-
medisch ist. Dies wird in Satz 2.3.7 geschehen. Zunéchst sind dazu aber noch
einige Vorbereitungen nétig.

Lemma 2.3.3
Fiir einen vollstandigen Prapositivbereich 2m-ter Stufe P eines Korpers K gilt

1. O(P) ist ein Ring mit Q C O(P).
2. M(P) ist ein Ideal von O(P).
3. Arch(P) ist eine Praprimstelle von O(P).

4. z€OP), z+Me {a+Mae Arch(P)} = z € Arch(P).

Beweis:
1. Seien n; € N, a; € K mit n; + a; € P fiir : = 1,2. Dann gilt:

+: (ny+n92)x (a1 +ag) €P
- nine tajar = %((nl +a1)(ng £ az) + (n1 —a1)(ne Fag)) € P
— : Klar
0,1:1+0=1€P,2+1=3bawleP
QCO: Aus1 e O folgt Z C O und fiir k € N gilt 1i%€@+ C P. Also
folgt Q C O.

2. Fiir ¢ = 1,2 seien a;,a € K und ny € N so daf§ %iai € P fir allen € N
und ng = a € P gilt. Damit erhilt man fiir alle n € N

tigE(ata)=gtatgtacP
c g r e =3 +an)(no £ 0) + (o7 —a1)(no F a) € P

non
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MC O: Gilt % +a € P fir alle n € N, so insbesondere auch fiir 1, d.h.
l+acP.

3. Firi = 1,2 seien a; € K und n; € N so dafl %+ai € P fir allen € N und
n; + a; € P gilt. Dann:

+: Firallen e Ngilt £ + (a1 +a2) =5 + a1+ 5 +a2 €P
- SeirENmit%>%+2m%. Seialsoq:%—%+2n+”2€(@+.

Dann gilt + + ajag = M2 + 2M%2 4 g+ gag = (U 4 a1) (2 +a2) +
n n
M(ng —a2) + 2(n1 —a1) +q€P

0,1: FiralleneNgilt -+ +0, - +1€Qf CP

—1: Wire —1 € Arch, so wire 2(3 + (—1)) = —1 € P im Widerspruch zu
P Pripositivbereich.

4. Sei a € Arch, d.h. fiir alle n € N gelte % +a € P. Sei z € O mit
4+ MM =a+M, dh. firalle n € N sei - & (z —a) € P. Dann folgt fiir
allen €N, daB 1+ = (5 +a)+ (5 + (z—a)) € P. Also folgt z € Arch.

O

Lemma 2.3.4
Zu einem vollstandigen Prapositivbereich 2m-ter Stufe P eines Kdrpers K ist

(O(P)/M(P), Arch(P)/M(P))
ein Stone-Ring.
Beweis: Es miissen noch die Eigenschaften 2 - 4 eines Stone-Rings nachgepriift
werden:
2. Arch N -Arch C 9 ist klar nach Definition von Arch und 9.

3. Seia € O, d.h. es gibt ein ny € N mit ng+a € P. Dann gilt %—}—no—a epP
fiir alle n € N, also ng — a € Arch.

4. Sei a € O und fiir alle n € N sei 1 4+ na € Arch. Dann folgt % +a=
Hin(% + (14 (n+1)a)) € P, und damit a € Arch.
O

Korollar 2.3.5
Fiir einen vollstindigen Prdpositivbereich 2m-ter Stufe P eines Korpers K gilt:

/\aEO(P) /\nEN % + a’> € P (2'3)
/\ae(’)(P) [V nenn ungerade, a™ € Arch(P) = a € Arch(P)] (2.4)
M(P) = Rad(M(P)) (2.5)
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2.3. BEWERTUNGSRINGE UND PRAPRIMSTELLEN

Beweis: Das Korollar folgt sofort aus Lemma 2.3.4 und Korollar 2.2.4 unter
Beriicksichtigung von 4 in Lemma 2.3.3. O

Lemma 2.3.6 (vgl. [15] Theorem 402 auf Seite 325)

Es gilt:

n—1 n 1

Y — __1\n—1-h - n_pn
nlX =Y (-1) ( . )[(X+h) h" (2.6)

h=0
Beweis:  Zu einem Polynom ¢(X) = a, X" + --- + ag sei die Differenz
Ag(X) = q(X + 1) — ¢(X) definiert. Durch Induktion iiber & folgt dann,
daB AFg(X) =n----(n —k + 1)a, X" % + ¢u(X) mit degqy < n — k gilt.

Ist nun speziell ¢(X) = X™, so sieht man wieder durch Induktion iiber k, daf§
AFg(X) = ﬁ;é(—l)k_l_h (kgl) (X + h)* ist. Insgesamt erhilt man also:

n—1

—1
(=it (” . )(X +h)"=AFX" =nlX +¢
h=0

mit einer Konstanten ¢. Bringt man nun noch den Ausdruck fiir ¢, den man

durch X = 0 erhilt, auf die linke Seite, so erhélt man die behauptete Gleichung.
Od

Satz 2.3.7

Zu einem vollstandigen Prdpositivbereich 2m-ter Stufe P eines Korpers K ist
O(P) ein mit P vertriglicher Bewertungsring und P := (P N O(P))/9M(P) ist
ein archimedischer Positivbereich von k := O(P)/9M(P).

Beweis: Der Beweis ist in 5 Behauptungen unterteilt.

1. Beh: O = Arch U -Arch
7?7 klar
7C”: Seia € O
1. Fall: a e PU —P.
Wegen O N P C Arch folgt dann auch a € Arch U -Arch.

2. Fall: a ¢ PU—P.

(a) Sei zuniichst a so gewihlt, daBl es ein 7 > 1 gibt mit " € P. Da P
vollstéindig ist folgt > ' € PU—P. Angenommen fiiralle 1 <k < r
gilt a®* € P. Dann wiirde insbesondere a € P U —P folgen, im
Widerspruch zur Wahl von a. Sei also k € N mit a2 € —P. Damit
folgt % — a2 € P fiir alle n € N. AuBerdem folgt aus (2.3) sowieso
14 a?* € P fiir alle n € N, insgesamt also a2 € 9 und mit (2.5)
daher a € 9t C Arch.
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(b) Seien nun a allgemein und 7, s € N, s ungerade mit m = s2" !. Da
P ein Priipositvbereich 2m-ter Stufe ist, gilt dann (a®)?" = a?™ € P.
Ist a® € PU—P C Arch U -Arch, so folgt aus (2.4) a € Arch U -Arch.
Sonst kann man Fall 1a anwenden und es folgt a® € 9t und mit (2.5)
also wieder a € M C Arch.

2. Beh: O ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal 1.

z.: O\ M C O, wobei O die Einheiten von O sind.
Sei a € O\ M und b = a®™. Dann gilt b € P, da P ein Pripositivbereich
2m ter Stufe ist. Wegen (2.5) gilt aber auch b ¢ 9. Da mit b auch

—I—bE Pfurallen € N gilt, gibt es also ein n € N mit l—bgé P.
D1es impliziert auch 5 — b ¢ P Es kann aber auch nicht L — b€ Arch
gelten, da sonst H - b 2n + 2n — b € P gelten miifite im Wlderspruch
zur Wahl von n. Wegen Behauptung 1 folgt dann b — % € Arch und
damit b — = = L + (b— 5-) € P. Da mit b auch b+ = € P liegt, folgt
durch Multiplikation mit 4nb~ ! die Beziehung 4n+b ! € P, alsob ! € O.

Damit gilt aber auch a™! = - - a®™" 1 € O.

a2m

3. Beh: O ist Bewertungsring

(a) Sei zunéichst a € P Dann gilt a € (9 oder a~! € M:
Aus 1 — 3, = 1+a € P folgt 17, 1+a € O. Dies ergibt zwei Fille:

.H——aEOX:G_H——a'( )EO

OH%IEEDT Wegen 1 = 1+a+1+a
gelten, d.h. wegen Behauptung 2 ist

—1 14a .
== 1+a€im

(b) Sei nun a € K beliebig und O der ganze AbschluB von O in K.
Da P ein vollstandiger Prapositivbereich 2m-ter Stufe ist, folgt dann
a®™ € P und mit Behauptung 3a auch ¢*™ € O oder a=2™ € M.
Dadurch ist a € O oder a™! € 5, d.h. O ist ein Bewertungsring von
K. Noch z.z.: O = O:

Sei 9)T das maximale Ideal von O. Wegen Lemma 1.3.2 gilt dann
M C M. Seia € 0. Angenommen a®™ ¢ O. Wie oben gilt dann

a”?™ e M C zm woraus a~ ' € 9 folgt, im Widerspruch zu m
maximales Ideal. Mit (2.6) folgt dann a € O.

kann dann nicht - +a e M

T4a € O*. Daraus folgt

4. Beh: O ist mit P vertraglich

Dies ist klar nach Definition von 9. (wéhle n = 1)

. Beh: Arch = (ONnP)uM

"D”: klar

"C”: Sei a € Arch\P. Dann gilt a — 1 ¢ Arch fiir alle k¥ € N, mit
Behauptung 1 also ; —a € Arch. Daraus folgt + —a = 5z + (55 —a) € P.
Da a € Arch, gilt sowieso % + a € P, insgesamt also a € 9.
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Letzteres zeigt, daB P = Arch gilt und P daher einen Positivbereich auf k defi-
niert. Daf} dieser archimedisch ist folgt aus der Eigenschaft 3 eines Stone-Rings.
O

2.4 Positivbereiche hoherer Stufe auf Kérpern

Definition 2.4.1
Sei K ein Korper und P ein Préipositivbereich 2m-ter Stufe auf K, so daf
K*/P* zyklisch ist, so heifit P Positivbereich 2m-ter Stufe auf K.
Bemerkung 2.4.2
e [K*:P*]=2s mit slm
e [st keine Stufe angegeben, so ist immer m = 1 gemeint. Die Eigenschaft,
daBl K*/P* zyklisch ist, kann dann durch P U —P = K ersetzt werden.
e Ist m eine Zweierpotenz, so ist jeder vollstindige Préipositivbereich 2m-ter
Stufe ein Positivbereich 2m-ter Stufe.

In Analogie zu Satz 2.1.7 gilt auch fiir Positivbereiche:

Satz 2.4.3
Sei S ein Prdpositivbereich 2m-ter Stufe auf einem Korper K. Dann gilt:

1. Es gibt einen Positivbereich 2m-ter Stufe P von K mit S C P.
2. Sei P ={P D T; P Positivbereich 2m-ter Stufe auf K'}. Dann gilt:

S=(P

Der Beweis ist hier allerdings etwas komplizierter. Man findet ihn in [4] Satz
2.17.

2.5 Positivbereiche hoherer Stufe auf Ringen

Definition 2.5.1

Sei A ein kommutativer Ring mit Eins und S C A eine Priprimstelle mit
A?mcC S

Dann heifit S Pripositivbereich 2m-ter Stufe auf A.

Definition 2.5.2
Sei A ein kommutativer Ring mit Eins und P ein Prépositivbereich 2m-ter Stufe
auf A mit den Eigenschaften

1. PN —P =:*P ist ein Primideal von A.
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2. a,bc A, ab®€P = a€P V beEP

3. P:= {62%; p € P,a € A\ B} ist ein Positivbereich 2m-ter Stufe auf dem
Quotientenkorper k() von A/P.

Dann nennt man P einen Positivbereich 2m-ter Stufe auf A.

Bemerkung 2.5.3

o Ist keine Stufe angegeben, so ist immer m = 1 gemeint. Die Eigenschaften
2 und 3 konnen dann durch P U —P = K ersetzt werden.

e Ist A ein Korper, so gilt £(8) = A und obige Definition eines Positivbe-
reiches ist konform mit derjenigen fiir Korper.

Satz 2.5.4
Sei S ein Prapositivbereich 2m-ter Stufe eines kommutativen Rings A mit Fins.
Dann gibt es einen Positivbereich 2m-ter Stufe P von A mit S C P.

Beweis: 1+ S ist multiplikativ abgeschlossen und enthilt wegen —1 ¢ S die
Null nicht. Sei nun ‘B ein Ideal von A, das maximal ist mit der Eigenschaft
PN(1+S)=¢. Wegen Lemma 1.3.1 auf Seite 8 mufl dann P ein Primideal
sein. Sei K := k() und S := Y. SK?". Dann ist S unter Multiplikation und
Addition abgeschlossen und enthiilt K2™. Also bleibt noch zu zeigen:

—1¢ S: Sonst seien s; € S,a; € A, und b; € A\ P mit

()

3

D.h. —b*™ =3 5;a2™ mod B fiir ein b € A\ P. Wegen der Maximalitit
von P folgt aus b ¢ P, daB (bA+P)N (1 + S) # ¢. Seien also a € A,
p €P und s € S mit ba + p = 1 + 5. Sei weiter s’ := (1 + 5)>™ — 1(€ S).
Dann gilt:

—(145") = —(1 +5)*™ = —(ba)*™ = Z si(a;a)®™  mod P
Also folgt

1+s + Z si(a;a)®™ € P

>

€s
im Widerspruch zu (1 + S) NP = ¢.

Also ist S ein Pripositivbereich 2m-ter Stufe auf K und es gibt nach Satz
2.4.3 einen Positivbereich 2m-ter Stufe von K mit § C P. Das Urbild von P
unter A — k() ist dann ein Positivbereich 2m-ter Stufe auf A der S enthilt. O
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Man konnte nun vermuten, dafl analog zu Satz 2.4.3 auch ein Prapositivbereich
eines kommutativen Rings mit Eins Durchschnitt aller iiber ihm liegenden Po-
sitivbereiche ist. Dies muf} aber nicht der Fall sein. Der im néchsten Abschnitt
beschriebene Positivstellensatz 2.6.8 wird jedoch eine Charakterisierung fiir die
Elemente in diesem Durchschnitt geben.

2.6 Ein Positivstellensatz

Definition 2.6.1
Sei A ein kommutativer Ring mit Eins, S ein Pripositivbereich 2m-ter Stufe
von A und M C A eine Teilmenge mit

M+McM, S-MCcM, 1eM, —-1¢M

Dann heiit M ein S-Modul.

Definition 2.6.2
Ein Ideal 2 von A heifit M-konvex , falls fiir alle m,m’ € M gilt:

m+m' eA = mm e

Lemma 2.6.3
Sei M ein S-Modul und 2 g A ein Ideal. Dann sind dquivalent:

1. A ist M-konvex
2. M/ ist ein S/A-Modul und M/AN —M/A = {0}
3. 1+ MNA=¢ und M/AN—M/A= {0}

Bewelis:

1 = 2: Angenommen es gilt —1 € M /2. Dann ist m + 1 € 2 fiir ein m € M,
woraus 1 € 2 folgen wiirde, im Widerspruch zu 2 # A. Also ist M/ ein
S/U-Modul. Sei nun m € M/AN —M/2, d.h. es gibt ein m’ € M mit
m +m' € 2, woraus m € 2 folgt. Also ist m = 0.

2 = 3: Da M/ ein S/A-Modul ist, gilt —1 ¢ M/, woraus 1 + M NA = ¢
folgt.

3 = 1: Seien m,m' € M mit m +m’ € A. Dann gilt im Restklassenmodul
m=-m'e M/AN —-M/A = {0}, woraus m, m' € A folgt.

Zur néchsten Definition und Bemerkung vgl. [25] Paragraph 1.
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Definition 2.6.4
Zu einem Pripositivbereich 2m-ter Stufe S eines kommutativen Ringes A mit
Eins und einem S-Modul M sei

M := {z € A; es gibt n € N mit ((2m))"z € M}
Bemerkung 2.6.5 Es gilt:
1. McM
2. M ist ein S-Modul.

3. §—-S5=A
Denn: Seiz € A. Dann gibt es nach Gleichumg (2.6) auf Seite 18 Elemente
Y,z € 3 A’ mit (2m)!z = y—2z. Wegen (2m)!(z+2) = y+((2m)!-1)z €
YA’ c Sist dann z + z € S und damit z = (z +2) —2€ S — S.

4. M N —M ist ein Ideal von A.

Denn: Daf} E N —M eine additive Gruppe ist, ist klar. Sei also a € A und
m € M N —M. Nach Punkt 3 dieser Bemerkung gibt es dann s, € S mit
a = s —t. Wegen Punkt 2 folgt daher am = sm —tm e M N —-M.

Lemma 2.6.6

Sei S ein Prapositivbereich 2m-ter Stufe, M ein S-Modul und P C A ein Ideal,
das mazimal ist mit der Figenschaft 1+ MNP = ¢. Dann ist P ein M -konvexes
Primideal.

Beweis:

M-konvex: Seien m',m"” € M mit m' + m"” € B. Sei M' := M + B und

P’ := M’ N —M'. Dann gilt m',m" € (—M +B) N M C P’ und es folgt:

e Wegen 1+ MNP = ¢ ist M’ ein S-Modul und damit M’ ein S-Modul
Dann ist aber auch 1+ M' NP’ = ¢, denn sonst wire 14+ m' = —m”
fiir gewisse m',m"” € M', woraus —1 = m/ + m" € M’ folgen wiirde.
Damit ist insbesondere auch 1+ M NP’ = ¢.

e Nach obiger Bemerkung 2.6.5 ist 3’ ein Ideal von A.
Wegen der Maximalitit von 3 ist also P = ', und damit m',m” € .

Primideal: Sei ab € P und b ¢ P. Wegen der Maximalitdt von B ist dann
14+ MNP+ bA # ¢, also gibt es m’ € M mit 1+ m' € bA + ‘B, woraus
a® + a®™m! € ba® A + P C P folgt. Da P M-konvex ist, erhilt man
daraus a’™ € .

Es bleibt also noch zu zeigen, dafi A/J3 keine nilpotenten Elemente enthlt.
Angenommen es gibe ein Element a € A \ % mit a®> € B. Wegen der
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Maximalitit von 9 gibt es dann wieder ein m' € M mit 1+m' € a A+,
woraus (1 +m')? € a?A + P C P folgt und damit

(1—(1+m")*™ €1 —2m—2mm' +p

Wegen 2mm’ +2(m —1) € M folgt dann auch —1 € M/ im Widerspruch
dazu, daB P ein M-konvexes Ideal ist und M /P daher ein S/PB-Modul.

O

Lemma 2.6.7

Sei S ein Prdpositivbereich 2m-ter Stufe auf A und a € A in allen Positivbe-
reichen 2m-ter Stufe P O S enthalten. Sei ferner M := S — Sa ein S-Modul.
Dann gibt es ein M-konvexes Primideal S8 von A mit a € B.

Beweis: Sei P ein maximales Ideal von A mit der Eigenschaft 1+ M NP = ¢.
Nach Lemma 2.6.6 ist dann P ein M-konvexes Primideal und es bleibt noch
a € ‘P zu zeigen.

Dazu sei k der Quotientenkorper von A/P und fiir einen S-Modul M sei

_ m/!
M = {a2—m;a€A\‘,]3,m€M}

Da B M-konvex ist, ist S ein Pripositivbereich 2m-ter Stufe und M ein S-
Modul. Denn wire —1 € M, dann giibe es ein m’' € M und ein o’ € A\ P
mit m’ 4+ a’*™ € P, woraus a’>™ € P und damit auch o’ € P folgen wiirde, im
Widerspruch zur Wahl von a’. Wegen Satz 2.4.3 und Punkt 3 aus der Definition
eines Positivbereiches auf Ringen gilt:

S= () P
PDS
Positivbereich

mit P=PN—P

Da a € P fiir alle diese Positivbereiche gilt, folgt also @ € S C M. Andererseits
ist aber auch —a € M, also a € M N —M = {0}, wobei die letzte Gleichung aus
der M-Konvexitit von B folgt. Also ist a € B. O

Fiir den nichsten Satz wird noch eine Bezeichnung eingefiihrt: Ist P ein Posi-
tivbereich 2m-ter Stufe und g = P N —P, so sei

PT:=P\P

Satz 2.6.8 (Positivstellensatz)
Sei S C A ein Pripositivbereich 2m-ter Stufe und sei a € A, so daff a € PT fiir
alle Positivbereiche 2m-ter Stufe P D S von A gilt. Dann gibt es s,s' € S mit

as=1+¢
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Beweis: Ann: 1+ SNaS = ¢.

Dann ist M = S — aS ein S-Modul. Nach Lemma 2.6.7 gibt es daher ein M-
konvexes Primideal 8 mit a € B. Insbesondere ist dann 3 auch S-konvex, also
ist =1 ¢ S+ P und damit S + P ein Pripositivbereich 2m-ter Stufe von A.
Nach Satz 2.5.4 gibt es dann einen Positivbereich 2m-ter Stufe P O S + P und
es folgt a € B C PN —P im Widerspruch zu a € PT. O
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Kapitel 3

Zwei Anwendungen des
Positivstellensatzes

3.1 Stetigkeit des klassischen 17. Hilbertschen Pro-
blems in einer Verallgemeinerung

In diesem Abschnitt wird die Stetigkeit des 17. Hilbertschen Problems in fol-
gender Verallgemeinerung bewiesen:

Fiir ein Polynom f € R[X] soll nicht f(z) > 0 fir alle z € R, sondern
nur auf einer offenen Menge {z; /\f:1 fi(z) > 0} fir Polynome f; € R[X] \ {0}
gelten. Natiirlich kann man f dann auch nicht mehr unbedingt als Quadrat-
summe schreiben, aber man erhilt noch, daf3 f in dem Halbring liegt, der von
fi,--, fr und (R(X))? erzeugt wird. Diese Tatsache — ohne Beriicksichtigung
der Stetigkeit — wurde 1955 von Abraham Robinson in [32] bewiesen. Die
stetige Abhingigkeit der Koeffizienten wird hier allerdings nur auf der Menge
{(f: frree o fu)i £ 0N TT AL fi(w) > 0} gezeigt.

Im Spezialfall £ = 1 und f; =1 ist dies gerade das 17. Hilbertsche Problem.

Der Beweis lehnt sich an den Beweis der Stetigkeit im klassischen Fall wie
er in [13] gefithrt wird und auch in der Vorlesung [30] vorkam.

Fiir einen Multiindex § € N* und ein Tupel X = (X1,...,X,,) sei

|9‘ = 6+...+6,
x0 = xP. . xt

Um die stetige Abhéngigkeit der Koeflizienten, die in den Hauptsétzen dieser
Diplomarbeit behandelt wird, zu zeigen, werden die vorkommenden Polynome
sowohl als Funktion in ihren Unbestimmten als auch in den Koeffizienten auf-
gefaBit. Zu diesem Zweck wird das allgemeine Polynom

fa(C, X) =) CpX’

10/<d
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3.1. STETIGKEIT DES KLASSISCHEN 17. HILBERTSCHEN
PROBLEMS IN EINER VERALLGEMEINERUNG

vom Grad d benutzt, wobei X fiir die n Unbestimmten und C fiir die (”:;d)
Koeflizienten steht. Treten — wie in diesem Fall — mehrere Polynome auf, so
werden diese durch Koeffizientenvariabeln C* unterschieden. Im folgenden Satz
steht also f4(C?, X) fiir f und f4(C?, X) fiir f;.

Satz 3.1.1 (Hauptsatz)
Sei fq3(C,X) = Zlﬂ\sd CpX? das allgemeine Polynom vom Grad d in n Va-

riabeln X = (X1,...,X,), mit den m = (";d) Koeffizientenvariabeln C =
(C1,...,Cn) und sei C = (C°...,CF). Seien

B = {maxminp;;(C) : p;; € Z|C]} und A= B[X]
i
Dann gibt es ly,...,l;,0',0" € N und egi),...,egci),(5§j),...,5l(cj) € {0,1}, sowie
a;, B € B und gi,hj € A fir alle1 <i<o',1<j<0" so daff

o’ k )
Fa(C°, X) (Z aig? [] fa(C”, X)C”)
=1 v=1
k

k 2 o 4
- (H fd<0”,X)l"> + 38R ] fac”, x)¥" (3.0)
v=0 j=1 v=1

Ist R ein reell abgeschlossener Korper in dem fir a = (a(o), . ,a(k)) gilt

k
REVz ( N fa@®),z) > 0= f4(a®,2) > o)

v=1
so sind a;(a),Bj(a) >0 fir alle1<i<o',1<j<o".
Bemerkung 3.1.2 B = {max; min; p;;; p;; € Z[C]} ist ein Ring. (vgl. [10]
Seite 655.)

In der folgenden Bemerkung werden nun einige Definitionen gemacht, um den
Satz in den etwas handlicheren Satz 3.1.4 umzuformulieren und so den Posi-
tivstellensatz anwenden zu konnen. Am Ende des Abschnitts, im eigentlichen
Beweis von 3.1.1, mufl dann nur noch erklirt werden, warum es sich bei 3.1.4
tatsédchlich nur um eine Umformulierung handelt.

Bemerkung 3.1.3 Sei ¢(C) = Vz (/\],f:1 fa(C™).z) >0 — f4(CO, 2) > 0)
und R ein reell abgeschlossener Korper. Dann gilt:

k
{a€ R*m p(a)} = ( (U R™ x {a € R™; f4(a,z) < 0} X RUw)m)

TER v=1

U ({a € R™; fq(a,z) > 0} % ka) )

c R¥+DU™  abgeschlossen
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3.1. STETIGKEIT DES KLASSISCHEN 17. HILBERTSCHEN
PROBLEMS IN EINER VERALLGEMEINERUNG

Wendet man den Endlichkeitssatz 1.2.1 an, so erhilt man endlich viele Polynome
pij € Z[C] mit

RE ¢(C) «— \/ A\pi;(C) >0
T g
Seien
pi(a) == mjinpij(a) und p(a) := miaxpi(a)

Dann gilt:

RE=\/ A\pij@) >0+ p(a) >0 (3.2)
(2]

Seien nun A und B wie im Satz beschrieben und sei S C A der Halbring,
der von A%, f4(C', X),..., fa(C*, X), p, p— p; und pij — pi erzeugt wird. Sei
F := {Hllj:() fa(C¥, X);1, € N} und seien

Ap = {%;aeA,feF}
s
Sp = {P;SGS,fEF}
Dann gilt:
Satz 3.1.4

Es gibt s1,59 € Sp mit fq(CY X) s1 =1+ s9

Wegen seiner Bedeutung fiir andere Beweise sei zunéchst ein Teil des Beweises
in ein Lemma ausgelagert.

Lemma 3.1.5

Seien A ein kommutativer Ring mit Eins und p;; € Z[X] endlich viele Polynome,
sowie p;(x) = min; p;j(x) und p(x) = max; p;(x). Sei ferner S ein Prapositiv-
bereich von A mit p,p — p;,pij —pi € S und sei P ein Primideal von A, so
dafy S/PB ein Prapositivbereich von AP ist. Dann gilt beziiglich eines tiiber S/B
liegenden Positivbereiches von A/:

P = maxminp;; € S/P
i
Beweis: Aus [[(p — pi;) = 0 folgt [[(p — pi) = 0 im Integrititsring A/PB. Es
gibt also ein 49 mit p = p;,. Ebenso folgt aus [[(pi; — pi) = 0, daB es ein jo
mit p; = Pij, gibt. AuBerdem gilt p —p; € S/B, d.h. p;; = p = max; p; und

pij — pi € S/P. Daher ist p;;, = p; = min; p;; bzgl. jedem iiber S/P liegenden
Positivbereich. Also folgt

P = maxp; = max minp;;
7 7 j
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3.1. STETIGKEIT DES KLASSISCHEN 17. HILBERTSCHEN
PROBLEMS IN EINER VERALLGEMEINERUNG

Da auflerdem p € S gilt, folgt die Behauptung. O

Beweis: von Satz 3.1.4.

1. Fall: —1 € Sp: Danngilt 4f = (f+1)?+(—1)(f—1)? € Sp fiiralle f € Ap.
Also erfiillt s; = 4 und sg = (f2(C% X) + 1) + (—1)(f4(C%, X) — 1)? die
gewiinschten Eigenschaften.

2. Fall: —1 ¢ Sp: Dann ist Sr ein Pripositivbereich von Ap. Es soll der
Positivstellensatz 2.6.8 angewandt werden. Dazu ist zu zeigen: Ist P D Sp
ein Positivbereich von Ap, B = P N —P das zugehorige Primideal und
seien Ap = Ap/P, P = P/PB und f = f + P fiir f € Ap, dann gilt
fa(C%, X) € P\ {0}.

Wegen f4(C° X) € A} folgt f4(C% X) ¢ P und damit f4(C°, X) # 0.
Da f4(C°, X) € Z[C, X], gilt auBerdem f;(C°, X) = f4(C9, X).

Ann: f4(C9,X) ¢ P.

Firv=1,...,k gilt f4(C",X) € Sp N AF. Alsoist fq(C”,X) € P\ {0}.
Aus Lemma 3.1.5 erhilt man auBerdem \/; A; pi;(C) € P. Sei nun R’ der
Quotientenkérper von A beziiglich des von P induzierten Positivbereichs.
Die Annahme impliziert also:

k
R E3C,X  f4(C%X)<0n N fa(C,X)>0n\/ Api(C) >0
i=1 i

~ " (. 7 ~ 7

-8 a b
Nach dem Tarskiprinzip gilt die Aussage dann auch in R. Da die Formel

=Vz((a = B) < ) dquivalent zu Fz((~a A —y) V (BA—y) V (=BAaAYy))
ist, folgt also

k
RE ﬂvc,X< (/\ fa(C,X) >0 — f4(C° X) > o)

© V/\pij(c) > 0)

im Widerspruch zur Wahl der p;;.
Der Positivstellensatz liefert also s1, s9 € Sg mit fd(CO,X) 81 =1+ s9.

O

Beweis: von Satz 3.1.1.
Multipliziert man in Satz 3.1.4 die Nenner hoch, so hat die Gleichung die Ge-
stalt von (3.1). Die a; und ; bestehen dann aus Summen von Produkten in p,
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3.1. STETIGKEIT DES KLASSISCHEN 17. HILBERTSCHEN
PROBLEMS IN EINER VERALLGEMEINERUNG

p—p; und p;; —p;. AuSer p nehmen diese Elemente sowieso auf ganz RE+1)m pyr
nichtnegative Werte an. Nach Formel (3.2) folgt aber p(a) > 0 aus R = p(a). O

Korollar 3.1.6
Es seia € RETD™ mit R = p(a). Gilt f4(a®, X) # 0 und 3z /\f:1 falat,z) >0,
so gibtesc €N, s,r; € A, und vy, € B firi=1,...,0 mit v;(a) > 0 und

o ) 2 k ;
fa(@®, X) =Y vi(a) (7:((:’))(())) 1T fala”, X))
’ v=1

i=1

Beweis: Sei s(C,X) = Ef;l a; Hle fgl(C"’,X)f'('l)gi2 und sei zo € R" mit
/\f:1 fa(at,zo) > 0. Dann gilt /\f:1 fi(at,z) > 0 auch auf einer Umgebung U
von zg. Daher folgt aus fg(a”, X) # 0 und R |= ¢(a) schon s(a, X) # 0. (Denn
ist s(a, X) = 0, so folgt mit Gleichung (3.1) auch

(Hfda X)! ) +Zﬁ] Hfda x)¥ =0

J

::f;EX)

Ferner kann aus /\f:1 fa(a’,z) > 0 auf h(z) > 0 und damit auf f4(a®,z) = 0
fiir alle z € U geschlossen werden. Daraus folgt aber schon fy(a® X) = 0.)
Dividiert man nun Gleichung (3.1) durch s und erweitert die rechte Seite mit s,
so erhilt man eine Gleichung der gewiinschten Form. O

Bemerkung 3.1.7

e Gibt es kein x mit /'\f:1 fa(at,z) > 0, so kann man nicht so einfach auf
s(a, X) # 0 schlieBen. Ist z.B. fi = —X?, so erfiillt

f-0=f+Xh
Gleichung (3.1) auch dann, wenn f # 0 ist.

e Aus v;(a) > 0 folgt im reell abgeschlossenen Koérper R schon, daf +;(a)

ein Quadrat ist. Daher kann man 4; noch zu TS"((:’))(()) schlagen und erhélt

damit tatséichlich eine Darstellung von f4(a®, X) # 0 im Halbring, der von
(R(X))? und fy4(a', X),..., fa(a*, X) erzeugt wird.

e Im Spezialfall £ = 1 und f; = 1 lassen sich die Terme ;"¢ durch 0 stetig
auf @ € R™ mit f(a,X) = 0 fortsetzen, so daff man auf diese Weise im
klassischen 17.Hilbertschen Problem iiberall Stetigkeit erhélt.
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3.2. STETIGE DARSTELLUNG ALS SUMME 2M - TER
POTENZEN

3.2 Stetige Darstellung positv-semidefiniter Polyno-
me in einer Variabeln als Summe 2m - ter Poten-
zen

In diesem Abschnitt wird das 17. Hilbertsche Problem in einer anderen Hin-
sicht verallgemeinert. Es interessiert nun nicht mehr, wann ein Polynom als
Quadratsumme dargestellt werden kann, sondern als Summe 2m-ter Potenzen.
Es wird allerdings nur eine hinreichende Bedingung dafiir angegeben und die
stetige Abhéngigkeit der Koeffizienten in diesem Fall gezeigt.

Die Argumentation ist [28] entnommen und mit Hilfe des Positivstellensatzes
2.6.8 fiir alle geraden Potenzen verallgemeinert. (Die Formulierung des aus [28]
verwendeten Satzes ohne Beweis findet man auch in [29]. Dort wird auerdem
ein Beispiel fiir eine Darstellung als Summe 2™-ter Potenzen angegeben, deren
Darstellung nicht stetig moglich ist.)

Satz 3.2.1
Seien (K, Py) ein angeordneter Korper und m,d € N mit 2m | d,

f=fa(a,X) =aqX%+... + ag € K[X]
Seien ferner N, M € N mit folgenden FEigenschaften:
(i) |ai|§Nfdr0§i§dund%§ad

(i) Sei R der reelle und K der algebraische Abschluf von (K, Py) und gelte
firx € K mit f(z) =0
(a) x € R = 2m | Multiplizitit von z in f
(b) ¢ R=> 3; < |Im(z)|

Dann gilt:

fed RK(X)™™

Beweis: Seien F = K(X) und P' = Y PyF?™. Dann ist P’ ein Pripositivbe-
reich 2m-ter Stufe von F.

Ann.: f ¢ P'.
Nach Korollar 2.1.8 gibt es dann einen vollstdndigen Prapositivbereich 2m-ter
Stufe P von F, so dafl f ¢ P gilt. Seien O = O(P) der Bewertungsring von
F und 9 das zugehorige maximale Ideal wie sie in Definition 2.3.2 definiert
wurden und v die zugehorige Bewertung. Hat man die Aussage

(iii) Es gibt a € Py und g € F so daB v(fag®™) = 0 und fag?™ > 0
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gezeigt, so kann man auf ein p € P\ M mit fag?™ = p schlieBen. D.h.
fag?™p=t € 1+ 9. Da O ein mit P vertriglicher Bewertungsring ist, gilt
aber auch 14 91 C P, insgesamt also f € P im Widerspruch zur Wahl von P.

Es bleibt also noch (iii) zu zeigen:
Seien a = a;l und ¢; = aia(;l fir 0 <4 < d. Dann gilt |¢;| = |ai||a;1| < N2
Sei weiter

a’f:fl'---'fr

die Zerlegung von af in irreduzible normierte Polynome f; € K[X]. Dann haben
die f; die folgenden Eigenschaften:

e Die Betridge der Nullstellen von af und also auch die der f; sind durch
max{l,zg:_ol lcil} < max{1,dN?} beschrinkt (vgl. Bemerkung 1.3.3).
Damit sind aber auch die Koeflizienten der f; als elementarsymmetrische
Funktionen ihrer Nullstellen durch eine natiirliche Zahl beschrinkt.

e Hat f; eine Nullstelle in R so gilt wegen (ii), da} es ein k; € N gibt, so
daB z eine 2mk;-fache Nullstelle von f ist. Da K angeordnet ist, gilt
charK = 0, also ist K vollkommen und es muf} in der Zerlegung von af
genau 2mk; viele f; geben mit f;(x) = 0. Diese sind alle gleich, denn seien

fi(z) = fj(z) = 0; dann gilt f; = Irr(z, K) = f;.

Seien nun ohne Finschrinkung die f; so angeordnet, dafl die ersten s diejenigen
mit reellen Nullstellen sind. Sei dann

i 1
g—l — Hfzkl
=1

Nach obiger Uberlegung gilt somit g € K(X) und f; := afg®™ € K[X] hat
folgende Eigenschaften:

e fo hat keine Nullstelle in R.
e 2m | degfo =: do.

e Die nichtreellen Nullstellen von fj sind die gleichen (evtl. nicht alle) wie
die von f und ihr Betrag ist also gréfler oder gleich % Da fy hochstens
die Nullstellen von f hat gilt wie oben, dafl auch die Koeffizienten von f
durch eine natiirliche Zahl beschrinkt sind.

Nach der Definition von O und weil Py = PN K ein Positivbereich ist, ist ON K
die konvexe Hiille von Q in K. Sei ' die konvexe Hiille von Q in R und sei 9
das maximale Ideal von 0’. Dann ist O’ eine Fortsetzung von O N K auf R und
es gilt:
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e Die Koeffizienten von fy liegen in O N K. Damit ist fo € K[X] wohldefi-
niert.

e fo ist normiert und vom Grad dy.

e fo hat keine Nullstellen in R.

Denn: Da fy keine reellen Nullstellen hat, gilt fo = [[(X — ax)? + b2
mit ag, by € R. Im algebraischen Abschlufl von R hat fy daher genau die
Nullstellen aj, & ibg. Einerseits gilt dann wie oben, dafl die Betrige von
ay und by durch natiirliche Zahlen beschrinkt sind, d.h. ag,b; € O’ und
auBerdem folgt wegen (ii), daB |by| > <, d.h. by ¢ M. Damit gilt aber
auch [[(z — ax)? + b ¢ M fiir alle z € O'.

e Da fy normiert ist, nimmt es fiir grofie = positive Werte an, also ist fy auf
ganz R streng positiv.

e Da K C F C R und R reell abgeschlossen ist, folgt aus dem Tarskiprinzip,
dafl fo auch auf ganz R streng positiv ist.

Um den Beweis von (iii) nun zu Ende zu bringen, seien zwei Fille unterschieden:

1. Fall: »(X) > 0. Dann gilt fo € K[X] C K[X] C R Ist o das Bild von
X in R, so gilt fo(a) > 0, da fy streng positiv auf R ist. Also folgt auch
f() = f() (X) > 0.

2. Fall: v(X) <0. Sei fo = b;X*. Dann gilt

do—1

X fp—1=X"") pXxX "%t e
1=0

N~

€M €0

Es ist also X 90 f; =1 > 0. Sei dy = 2mk. Dann ist (iii) mit X ~*g statt
dem urspriinglich gewéahlten g erfiillt.

Damit ist (iii) und somit Satz 3.2.1 gezeigt. O

Es soll nun die stetige Darstellung von Polynomen als Summen 2m-ter Potenzen
in folgendem Sinne gezeigt werden:

Satz 3.2.2 (Hauptsatz)
Seien m,d € N mit 2m | d und sei f4(C, X) = C4X%+---+Cy € Z[C, X]. Seien
weiter N,M € N und

B = {maxminp;;; p;; € Z[C]}
i
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Abhingig von m,d,N und M gibt es dann k', k" € N und «;,8; € B und
gihj € BIX] firalle1 <i<k',1<j<Ek", sodaf

k” kl

£ BRE™ = Y g™ (33)
j=1 i=1

Erfillt fqy(a, X) die Bedingungen (i) und (ii) aus Satz 3.2.1, so folgt auferdem

o;(a), B(a) > 0.

Analog zum letzten Abschnitt wird dieser Satz zunéchst wieder in eine handli-
chere Form umformuliert.

Bemerkung 3.2.3

1. Fixiert man in Satz 3.2.1 die natiirlichen Zahlen m,d, N und M, so daf}
2m | d gilt, so konnen (i) und (ii) als Formel ¢(a) der Logik erster Stufe
in der Sprache der angeordneten Korper iiber dem reellen Abschlufl R von
K, ausgedriickt werden.

Denn: Beachtet man, daf} eine natiirliche Zahl n die n-fache Summation
von 1 bedeutet, so kénnen die vorkommenden Begriffe folgendermafen
formuliert werden:

e |a| < N: a<NA—-a<N
e 2mly Vi 2mi=p
o Multiplizitit der reellen Nullstelle z von f ist u:

L@ ) = 0A £ (a,z) # 0, wobei f®) die k-te Ableitung

von f bedeutet.
e y ist Imaginérteil einer nicht-reellen Nullstelle z + 4y von f:
y#O0ATbo, . ba s (X2 = 22X + 27 +9%) 70X = fa(a, X)

2. Die Menge {a € R¥!; R |= ¢(a)} ist eine abgeschlossene Teilmenge von
R,

Denn: Wegen des Tarskiprinzips 1.1.2 geniigt es dies fiir R = R zu zeigen.
Sei

d—1
3 :={(z1,...,2q4) € C% /\ |Imz;| < |Imz;qq]

=1

d/2m—1 2m
/\ Imzomir1 =0 — /\ Tomi+1 = Tami+j | A
=0 j=1
d 1
/\1 (Imxi #0 — i < |Im:1:z|>}
1=
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d-1
={(#1,.--,74) € C*; J\ |Tmaz;| < [Tmz; 1]
i=1
d/2m—1 om
/\ Imzomit1 #0V /\ Tomit1 = T2mitj | N
=0 j=1
042;»;—1
d 1
/\ Imz; = OVM < |Imz;| | }
=1 | N——
Bi Vi
' d-1
={(&1,...,74) € T \\ [Imaz;| < [Imaz; |
i=1
d/2m—1 2m
/\ (Imzomit1 =0 A /\ Tomit1 = Tomitj) V Lo Tmzom;1|
/ / UM
1=0 Jj=1
d 1
/\1 (Imxi =0V i < |Im:1:z|>}
1=

CC?  abgeschlossen

Dabei ergibt sich die letzte Gleichung folgendermaflen: Die Konjunktions-
glieder haben fiir 7 € 2mZ+ 1 die Form (=3 V a) A (8 V ). Beriicksichtigt
man, dafl aus y sowieso 3 folgt, liefert Ausklammern, dal diese Bedingung
dquivalent ist zu v V (a A §).

Sei m wie in Lemma 1.3.5 die abgeschlossene Quotientenabbildung. Die
durch ¢ definierte Menge ist gerade der Schnitt des Urbildes von 7(3)
unter der in Satz 1.3.4 angegebenen stetigen Abbildung mit R**! und der
abgeschlossenen Menge aller Koeffizienten, so daf§ (i) erfiillt ist. Sie ist
damit abgeschlossen.

3. Aus dem Endlichkeitssatz 1.2.1 folgt also, dafl es endlich viele Polynome
pij € Z[Cy, - .., Cq] gibt, so daB ¢ dquivalent zur Formel \/; A; pij(a) > 0
ist, d.h. fiir alle a € KJ* gilt:

(Ko, Po) E \/ \pis(a) > 0= fa(a,X) € > RKo(X)*™
i

Seien nun

pi(a) == mjinpij(a) und p(a) := m?xpi(a)
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und A C B[X] der Ring erzeugt durch

1
Z[Ca X]apiap und ?

und S C A der Halbring, der durch
Z[CJ?, A*™,p — pi,pij — pi und p
erzeugt wird. Dann gilt der folgende Satz:

Satz 3.2.4
Es gibt s,t € S, so daff ft=1+s.

Beweis: Ist —1 € S, sofolgt f-0 =14 (—1). Ansonsten ist S ein Pripositiv-
bereich 2m-ter Stufe und der Positivstellensatz kann angewendet werden:
Sei P O S ein Positvbereich 2m-ter Stufe auf A und f = PN —P. Da

f e A* gilt, folgt f ¢ B.
Ann: f ¢ P.

e Einerseits folgt dann f ¢ P. Denn sonst wire p = fa?™ mod B fiir
ein p € Pund a € A\ . Dann folgt fa®” € P und mit Bedingung
2 der Definition eines Positivbereichs 2m-ter Stufe auf einem Ring also
f € PVa € P im Widerspruch zur Annahme.

e Andererseits gilt aber auch f € P:
— Sei Ky := Q(?) Dann ist Py := KqN P ein Positivbereich von Kj.
Denn mit Z[C)? C P, ist auch K2 C Py (Fiir a,b € Z[C],b # 0 gilt
nimlich (4)? = a?(b™1)?b72™ € B).

— Auflerdem erhalt man nach Lemma 3.1.5

P = maxminp;; € P
i

Damit gelten fiir f4(C, X) € Ko[X] die Bedingungen (i) und (ii) aus Satz
3.2.1 und es gibt also n € N, p; € Py und Polynome ¢1,...,g,,h € Ko[X]
ohne gemeinsamen Teiler mit

S pigi(X)?™

fd(ﬁaX) = h(X)2m

Dann gilt h(X) # 0. Denn sonst erhiilt man durch Hochmultiplizieren
des Nenners — unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl alle Summanden
nicht negativ bziiglich P sind — aus h(X) = 0 auch g;(X) = 0 fiir alle i.
Damit wire aber das Minimalpolynom von X iiber K ein gemeinsamer
Teiler von A und ¢y, ..., g, im Widerspruch zur Wahl dieser Polynome.

Man kann also X durch X ersetzen und erhilt

JF=14C,X) € PK(X)™ CP
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Damit ist die Annahme zum Widerspruch gefithrt worden und es gilt f € P.
Der Positivstellensatz liefert nun ¢, s mit ft =1+ s. O

Beweis: des Hauptsatzes 3.2.2.

Multipliziert man in Satz 3.2.4 die Nenner hoch (Potenzen von f), so hat die
Gleichung die Gestalt (3.3). Die o; und S; bestehen dann aus Summen von
Produkten in p, p — p;, pij — p; und Elementen aus Z[C]?. AuBer p nehmen
diese Elemente sowieso auf ganz R4T! nur nichtnegative Werte an und es folgt
p(a) > 0, wenn fy(a, X) die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. a

Korollar 3.2.5
Gelten fiir a € K%' die Bedingungen (i) und (ii) aus Satz 3.2.1, so gibt es
oc€N, s,r; € BX] und y; € B firi=1,...,0 mit y;(a) > 0 und

4 . 2m
fata ) =3 w(a) (2

i=1

Dabei hingen o, s,r; und ~v; von m,d, N und M ab.
Beweis: Sei s = Ef;l ﬁjhgm. Wegen (i) gilt fq(a, X) # 0. Also ist auch

s(a, X) # 0. Dividiert man nun Gleichung (3.3) durch s, so erhilt man nach
Erweitern der rechten Seite mit s die gewiinschte Form. O
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Kapitel 4

Quadratische Formen

4.1 Quadratische Formen und Bilinearformen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe im Zusammenhang mit
quadratischen Formen eingefithrt Die Definitionen und Sétze entstammen im
Wesentlichen [19] Kapitel 1 und [33] Abschnitt 1.

Definition 4.1.1

Eine Quadratische Form der Dimension 7 iiber einem Korper K ist ein ho-
mogenes Polynom ¢ vom Grad 2 in n Unbestimmten mit Koeffizienten aus K,
d.h.

q:= Z ainin mit ai; € K
1<i<j<n

Mit < a1,...,an > sei eine quadratische Form ¢ = )" , a,iXi2 in Diagonalform
bezeichnet.

Sei nun charK # 2 und g¢j; = ¢;; = %aij fiir 1 > j, sowie ¢;; = a4, dann
definiert @ := (g;5) eine symmetrische Matrix und man kann ¢ mit der
Abbildung

1<i,j<n

g: K" — K
v — vQu

identifizieren. Gilt g(v) = 0 fiir ein v € K", so heifit v isotrop, sonst heifit
v anisotrop. Eine quadratische Form ¢ heifit isotrop, falls es ein isotropes
v € K™\ {0} gibt. Sonst heiit ¢ anisotrop. Ist detQ # 0, so heiit ¢ regulér,
sonst singulér.

Zwei Quadratische Formen ¢; und g2 heifilen isometrisch (g; = ¢2), wenn es
einen Vektorraumisomorphismus ¢ auf K™ mit ¢; = goo¢ gibt. D.h. zwei isome-
trische Formen beschreiben die gleiche Abbildung bzgl. unterschiedlicher Basen.
Die unter Isometrie invariante GroBe det@ - (K *)? wird als Determinante detq
der quadratischen Form ¢ bezeichnet.
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Ist ¢ eine n-dimensionale und p eine m-dimensionale quadratische Form, so
wird durch

glp: K" K™ — K
(v,w)  — q(v) +p(w)

die orthogonale Summe und durch

g®p: K'@K™ — K
v@w  +— q(v)-p(w)

das Tensorprodukt auf ¢ und p definiert. Dies sind quadratische Formen der
Dimension n 4+ m bzw. n - m. Fir die n-fache orthogonale Summe der gleichen
quadratischen Form ¢ wird auch ng geschrieben. Fiir ¢ € K wird < a > ®q
auch durch aq abgekiirzt.

Jeder quadratischen Form wird durch

B;: K"x K" — K
(w) = 5(ew+w) —q) - g(w)) = v'Qu

eine symmetrische Bilinearform zugeordnet. Umgekehrt wird jeder symmetri-
schen Bilinearform auf einem endlichdimensionalen Vektorraum nach Basiswahl
durch gg(v) := B(v, v) eine quadratische Form zugeordnet. Die fiir quadratische
Formen definierten Begriffe wie isometrisch, isotrop, Dimension oder regulér
kénnen so auch auf Bilinearformen bzw bilineare Riume iibertragen werden.
Dabei versteht man unter einem bilinearen Raum das Paar (V, B), wobei B eine
symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum V ist. Ist U ein Untervektor-
raum des bilinearen Raums (V, B), so heifit

Ut :={veV;B,U) =0}

das orthogonale Komplement von U. Dabei bedeutet B(v,U) = 0, daB
B(v,w) = 0 fiir alle w € U gilt. V* heift das Radikal von V.

Bemerkung 4.1.2 Ist B eine Bilinearform auf V und U C V ein Untervektor-
raum fiir den U @ V+ =V gilt, so folgt

Ulvt~v

vermoge der Abbildung (u,v) — u + v.
Es gibt also immer eine orthogonale Zerlegung eines bilinearen Raums in
sein Radikal und einen regulidren Anteil.

Bemerkung 4.1.3 Ist B eine Bilinearform auf V, so gilt

B regulir <= V+ = {0}
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Denn ist (e1,...,e,) eine Basis von V, so ist die Tatsache, dal B regulir ist,
gleichbedeutend mit det(B(e;, e;))1<ij<n # 0. Das Gleichungssystem

szB(ezae]):O (.7:177”)
besitzt also nur die triviale Losung. Dies bedeutet gerade V+ = {0}.

Lemma 4.1.4
Ist (V, B) ein reguldrer bilinearer Raum mit Teilraum U, so gilt:

1. dimU 4+ dimU+t = dimV
2. U =U
3. Ist U reguldr, so folgt:

(0) V=ULU*
(b) detV = det U - det UL, insbesondere ist UL regulir.

Beweis:

1. Sei (ey,...,e;) eine Basis von U. Dann ist

Ut = {Z )\iei;z)\z’B(ei,ej) =0firallej=1,...,r}

Da V regulir ist, hat dieses Gleichungssystem vollen Rang r, und der
Losungsraum hat daher die Dimension dimV — r.

2. Wendet man (1) auf U und U an und subtrahiert die beiden Gleichungen,
so erhilt man dimU = dimU~++. AuBerdem gilt per Definition fiir alle
u € U, daB B(u,v) = 0 fiir alle v € U+ gilt, also ist U C U++.

3. (a) Ist U regulir, so gilt U NU*L = {0}. Jetzt folgt die Behauptung mit

(1).
(b) Sei (ey11,---,en) eine Basis von U+. Wegen (a) ist dann (ey, ..., ey)
eine Basis von V und es gilt:
(Bleis €j))1<ij<r 0 )
B iy € . — 1] IS
( (ez e]))lfl,jfﬂ ( 0 (B(ei, ej))r+1§i,jsn

woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung 4.1.5 Zu jeder reguliren Form gibt es ein anisotropes Element.

Denn: Sei g eine reguldre Form. Dann gibt es u,v € K™ mit By(u,v) # 0.
Wegen 4B,(u,v) = g(u+v) —¢(u—v) und charK # 2 mufl dann entweder v +v
oder u — v anisotrop sein.
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Satz 4.1.6
Jeder bilineare Raum hat eine orthogonale Zerlegung in eindimensionale Un-
terrdume.

Ist speziell v1 € V. mit q(v1) # 0, so gibt es vo,...,v, € V mit

V= K’UlJ_K’UQJ_. .. J_K’Un

(v1,...,v2) heifit dann orthogonale Basis von V.

Beweis: Da in V* jede direkte Summenzerlegung eine orthogonale Zerlegung
ist, geniigt es wegen Bemerkung 4.1.2 zu zeigen, daf} jeder regulire Raum eine
solche Zerlegung hat. Dies wird durch Induktion iiber die Dimension n des
Raumes V' gezeigt:

Induktionsanfang: n=1 : klar

Induktionsschritt: Da V regulir ist gibt es nach Bemerkung 4.1.5 einv; € V
mit g(v1) # 0. Nach Lemma 4.1.4 (3) folgt dann V = Kuv; L (Kv1)*. Da mit
Kw; auch (Kv;)* regulir ist, kann die Induktionsvoraussetzung angewandt wer-
den, die eine orthogonale Zerlegung von (Kv;)* in 1-dimensionale Unterrdume
liefert. O

Definition 4.1.7
H :=< 1,—1 > heifit hyperbolische Ebene. Eine quadratische Form q fiir die
es ein r € N gibt, so dafl ¢ =2 rH ist, heiflit hyperbolisch.

Bemerkung 4.1.8
1. Jede zwei-dimensionale regulire isotrope quadratische Form ist isometrisch
zur hyperbolischen Ebene.

Denn: Sei ¢ eine solche Form und u # 0 ein isotropes Element. Da ¢
reguldr ist gibt es dazu ein w mit By(u, w) = 1. Sei v = 2w —g(w)u. Dann

gilt ¢(v) = 0 und By(u,v) = 2. Seien nun v’ = fu+v und v' = —u+v
Dann hat B, beziiglich der Basis (u’,v') die Gestalt einer hyperbolischen
Ebene.

2. Ist g eine quadratische Form, so ist ¢ L — ¢ hyperbolisch.
Denn: Sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ¢ =< aq1,...,a, >.
1.
Dann gilt ¢ —g=<aj,—a;1 > L... L <an,—a, >=nH.
Lemma 4.1.9

Sei q eine quadratische Form und seien u,w € V = K™ mit q(u) = q(w) # 0.
Dann gilt (Ku)* = (Kw)*.

Beweis: Sei zunichst ¢ regulir und sei V! = Ku + Kw. Es werden drei Fille
unterschieden:
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1. Fall: dimV’ = 1. Dann gilt Ku = Kw und damit (Ku)* = (Kw)=.

2. Fall: dimV’ = 2 und V' ist regulir. Dann folgt V = V'LV’ mit Lem-
ma 4.1.4 (3) und es gibt Unterrdume U und W von V (die orthogonalen
Komplemente von Ku bzw Kw in V') mit V' = KulU = KvlW. Fir
diese Rdume gilt einerseits detU = det VI _ detV” detv = det W und

det Ku V(/{ f)
andererseits dimU =1 = dim V, woraus U = olgt. Damlt erhilt man:

(Ku)' =ULV'" =2 W1V = (Kw)*

3. Fall: dimV’ = 2 und detV’ = 0. V' wird nun zu einem reguliren 3-
dimensionalen Raum ergénzt: vy erginze u nach Satz 4.1.6 zu einer or-
thogonalen Basis von V’'. Da V regulir ist, gibt es ein v; € V mit
B(vg,v1) = 1. Sei V' = Kvy + Ku + Kv;. Dann hat V" beziiglich
der Basis (vg,u,v1) die Darstellung:

0 0 1
0 q(u) =*
1 * *

woraus detV” = g(u) # 0 folgt. Also ist V" ein 3-dimensionaler regulirer
Raum. Seien U und W die orthogonalen Komplemente von Ku und Kw,
dann folgt wieder mit Lemma 4.1.4: V" = KulU = KwlW und V =
V"1Vv". AuBerdem gilt v € UNW (vg € U: Klar. vy € W: Sei
w = Au + Pvy € W. Dann folgt B(vg, w) = AB(vg,u) + 8B (vg,v9) = 0).
Da g(vp) = 0 gilt, folgt U = W mit Bemerkung 4.1.8 und damit

(Ku): = ULV 2 W1V = (Kw)*

Sei nun ¢ allgemein und sei V = V1V, eine Zerlegung von V in sein Radikal
und einen reguliiren Anteil. Fiir Unterriume U C Vj gilt dann U+ = V41U Lo,
wobei UL° das orthogonale Komplement von U in V; bezeichnet. Da wegen
eben bewiesenem (Ku)0 = (Kw)'° gilt, folgt damit auch (Ku)*+ = (Kw)*. O

Satz 4.1.10 (Kiirzungssatz von Witt)
Seien q1,q2,p quadratische Formen und sei p reguldr. Dann gilt

@Qlp=E@plp — a=¢

Beweis: Der bequemeren Notation wegen verlduft der Beweis wieder iiber den
Begriff des bilinearen Raumes. Es wird also gezeigt: Sind Vi, Vo, W bilineare
Réaume und W regulir, so folgt aus Vi1 W = Vo LW die Isometrie von V; und
Va.

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Dimension n von W:
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Induktionsanfang: n =1
Sei w eine Basis von W, V := VL 1W, ¢ : Vi1 LW — V eine Isometrie und sei
u = p(w). Dann folgt ¢(u) = g(w) # 0 und man erhilt

%} 4.1.9
Vi & (Ku)t = (Kw)t=W'=V,

Induktionsschritt: Sei w € W mit ¢(w) # 0. Dann gilt W = Kwl(Kw)~*
und aus der Induktionsvoraussetzung folgt

ViL(Kw)t = Vol (Kw)t

Da dim (Kw)* < dimW gilt, folgt V; = V5 wieder aus der Induktionsvoraus-
setzung. O

Satz 4.1.11 (Zerlegungssatz von Witt)
Jede reguldre quadratische Form q hat eine orthogonale Zerlegung

g = qlrH

in einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten anisotropen Teil qy, genannt
der Kern von q und einen hyperbolischen Teil. Dabei heiffit das eindeutig be-
stimmte r € N der Index von q. Fine solche Zerlegung heifit Wittzerlegung.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Dimension n von gq.
Induktionsanfang: n = 1: Da ¢ regulir ist, ist ¢ anisotrop , also gilt ¢ = qp.
Induktionsschritt: Ist g anisotrop, so folgt ¢ = ¢o- Ansonsten sei u # 0 ein

isotropes Element und v € K™ mit B(u,v) = 1. Dann gilt det(¢|Ku + Kv) =

det ( (1) i ) = —1 # 0, also ist g|Ku + Kv eine zwei-dimensionale regulire

isotrope Form und nach Bemerkung 4.1.8 isometrisch zur hyperbolischen Ebe-
ne. Sei auflerdem noch ¢’ = ¢|(Ku + Kv)*, dann folgt ¢ = H1q'. Ist ¢" eine
weitere Form mit ¢ & H 1¢" so folgt aus dem Kiirzungssatz ¢’ = ¢"”. Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt nun die gewiinschte eindeutige Zerlegung von ¢'.

O

Definition 4.1.12

Zwei quadratische Formen ¢; und ¢y heifilen wittéiquivalent (¢; ~ ¢2), falls
ihre Kerne dquivalent sind. Die Aquivalenzklasse einer Form ¢ wird mit [q],
oder auch nur mit ¢ bezeichnet.

Bemerkung 4.1.13 Die Aquivalenzklassen wittiquivalenter quadratischer For-
men iiber einem Koérper K zusammen mit den induzierten Operationen L als
Addition und ® als Multiplikation bilden einen kummutativen Ring mit Eins,
den sogenannten Witt-Ring W (K). Dabei ist 0 := [H| das Nullelement und
1 :=[< 1 >] das Einselement.
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4.2 Pfister-Formen

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Pfisterformen eingefiihrt und gezeigt,
dal diese Formen immer multiplikativ sind, insbesondere ist also jede isotrope
Pfisterform hyperbolisch. Diese Tatsache wird dann im nichsten Abschnitt
Verwendung finden.

Die auftauchenden Sitze und Definitionen sind im Wesentlichen [20] Para-
graph 3 entnommen.

Definition 4.2.1
Eine n-fache Pfisterform iiber einem Koérper K ist eine Quadratische Form der
Gestalt

n
®<1,ai> mit a; € K*
=1

und wird mit < aq,...,a, > bezeichnet.

Definition 4.2.2
Ist g eine quadratische Form, so reprisentiert g ein @ € K*, wenneseinv € V
gibt mit ¢(v) = « und

D(g):={a e K5I eV q(v)=a}

heifit die Wertemenge von ¢. Falls ag = ¢ fiir ein a € K* gilt, so bezeichnet
man « als Ahnlichkeitsfaktor von ¢, und mit

G(q) :=={a € K™ ;09 = ¢}
sei die Menge der Ahnlichkeitsfaktoren bezeichnet.

Bemerkung 4.2.3 G(q) ist eine Gruppe und es gilt (K*)? C G(qg).

Definition 4.2.4
Eine quadratische Form ¢ heiffit multiplikativ, wenn sie

e anisotrop ist und D(q) = G(q) gilt oder
e hyperbolisch ist, d.h. es gilt [¢] = 0.

Bemerkung 4.2.5

1. 1 € D(q) = G(q) C D(qg)-
Denn: Sei a € G(q), auBlerdem v € V mit g(v) = 1 und sei ¢ : ag = q.
Dann gilt @ = ag(v) = q(p(v)). Also folgt @ € D(q).

2. <1 > ist multiplikativ
Denn: ¢ :=< 1 > ist anisotrop. Wegen D(q) = (K*)? C G(q) und
1 € D(q) folgt die Multiplikativitit.
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3. < 1,a > ist fiir alle a € K* multiplikativ.
Denn: Ist die Form ¢ :=< 1,a > isotrop, so ist sie nach Bemerkung 4.1.8
hyperbolisch. Sei nun ¢ anisotrop. Da 1 € D(g), ist nur noch D(q) C G(q)
zu zeigen. Sei a € D(g). Dann gibt es 3,7 € K mit o = 32 4 ay?. Hat ¢
bzgl. (u,v) die Gestalt < 1,a >, so hat g beziiglich (fu + yv, —ayu + fv)
die Gestalt < 82 + ay?,a6% + a?y?> >=a < 1,a >.

Lemma 4.2.6
Ist g eine multiplikative quadratische Form, so ist auch q ® < 1,a > multipli-

kativ.

Bewelis:

1. Fall: ¢ isotrop.
Da ¢ multiplikativ ist, muf} [g] = 0 gelten, woraus [¢® < 1,a >] = 0 folgt.

2. Fall: ¢ anisotrop und

(a) ¢® < 1,a > isotrop.
Da ¢® < 1,a >= qlagq gilt, gibt es «, f € D(q) mit a« + aff = 0. Da
g anisotrop und multiplikativ ist, gilt D(q) = G(g) und daher folgt:

glagq = agqlafqg=aql —aq

Mit Bemerkung 4.1.8 folgt daraus, dafl ¢® < 1,a > hyperbolisch ist.

(b) ¢® < 1,a > anisotrop.
Da 1 € D(@® < 1l,a >) liegt, geniigt es wegen Bemerkung 4.2.5
zu zeigen, dal D(¢g® < l,a >) C G(q® < 1,a >) gilt. Sei also
a € D(g® < 1,a >). Seien dazu (3,7 € D(q) U {0} mit o = 8 + av.
Dann konnen folgende drei Fille auftreten:
Ist v =0, d.h. a € D(q) = G(q), dann folgt

a(glaq) = aglaag = qlag
Ist 8 =0, d.h. v € D(q) = G(q), dann folgt
a(glag) = ayqLla®Bq = aglq = qlag
Ist schlieBlich 3,y # 0. Dann folgt

a(glaq) = (B+ay)(glag)

(¢ +a%)<< 1,a > ®q))

"és B((1+ al)(< l,a

3
4.2.5(3)
~" (< l,a% > ®q)

! 7

5> ®q))

45
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= ﬁ(qLa%q)

=  fBqlayg

o~

qlag

Satz 4.2.7
Jede Pfisterform ist multiplikativ.

Beweis: Beweis durch Induktion iiber n:

Induktionsanfang: n = 1: siehe Bemerkung 4.2.5

Induktionsschritt: < a1,...,a, > = < a1,...,ap—1 > ® < 1,a, > ist nach
Induktionsvoraussetzung und obigem Lemma multiplikativ. O

Korollar 4.2.8
Jede isotrope Pfisterform ist hyperbolisch.

4.3 Quadratische Formen bzgl. Pripositivbereichen

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Reprisentationssatz fiir T-Formen zu be-
weisen, d.h. ist T ein Prépositivbereich und sind aq,...,a, € K*, so gilt
be Yo, T a;\ {0} genau dann, wenn es by,...,b, € K* gibt, so daf§
< at,...,ap > und < b,by,...,b, > fir alle Positivbereiche, die T enthal-
ten, die gleiche Signatur haben. Der Reprisentationssatz wird dann im Beweis
von Satz 4.4.1 - dem Ziel dieses Kapitels - Verwendung finden.

Die in diesem Abschnitt vorkommenden Definitionen und Sétze entstammen
[23] Kapitel 1.

Definition 4.3.1
Sei T' ein Prapositivbereich eines Kérpers K und seien a1,...,a, € K*. Dann
heifit der formale Ausdruck

qg=<4ai,...,an >T
eine (diagonale) T-Form der Dimension n.

Definition 4.3.2
Ist ¢ =< a1,...,a, >7 eine T-Form und P D T ein Positivbereich, so ist die
P-Signatur von q definiert durch

sgup(q) := ) _sgnp(a)
i=1
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mit

sgnp(a;) = 1 Jalls a; € P*
BUPM) = 1 falls ao; ¢ PX

Definition 4.3.3
Fir zwei T-Formen < a1,...,a, >7 und < by,...,b, >7 ist die orthogonale
Summe definiert durch

<Gly.eyOp > L <byy.oo by >i=<a1,...,05,b1,...,bp >
und das Tensorprodukt durch
< Alyeeesp >7 Q@ < by, by >7i=<...,a;bj,--- >

Bemerkung 4.3.4 Fiir zwei T-Formen ¢ und p und einen Positivbereich P D T’
gilt:

signp(q) = dimg (mod2)
signp(glp) = signp(q) + signp(p)
signp(¢®p) = signp(q) - signp(p)

Definition 4.3.5

Zwei T-Formen heiflen T-isometrisch, falls sie die gleiche Dimension und fiir al-
le Positivbereiche P D T die gleiche Signatur haben. Sind ¢ und p T-isometrisch
so schreibt man g =7 p.

Bemerkung 4.3.6 Aus der Definition von T-isometrisch folgt:

<ail,...,0p >7 =7 < aiti,...,apt, > firae; € K*,t; € T (4.1)
<a,b>r Zp <a+byabla+b) >r fira,ba+be K* (4.2)
Definition 4.3.7
Eine T-Form g heifit T-hyperbolisch , falls sgnp(g) = 0 fiir alle Positivbereiche
P DT gilt. ¢ =<ay,...,a, > heiBit T-isotrop, falls es (t1,...,t,) € T"\ {0}
mit Y 1 ; a;t; = 0 gibt. Sonst heifit ¢ T-anisotrop. Ist speziell T = > K2, so
heifit eine T-isotrope Form schwach isotrop.

Di(g)i= Y T+ a;\ {0}

heifit die T-Wertemenge von ¢. Ist a € Dr(g), so nennt man « auch 7T-
reprisentiert durch q.

47



4.3. QUADRATISCHE FORMEN BEZUGLICH
PRAPOSITIVBEREICHEN

Lemma 4.3.8
Sei g =< ai,...,a, >7. Dann gilt:

1. Fir aller € N und tq,...,t, € T ist

0

Dr(< thy. . tr > 99) L Dr(g) € Dr(r- )

2. Fiir alle r € N gilt: q T-isotrop < rq T-isotrop

3. q T-isotrop < es gibt t1,...,t, € T so dafs
<tiy...,t, >Q<ai,...,ay > isotrop ist.

Beweis:

1. (a) ?C”: Seibe Dr(<ti,...,t, > ®q). D.h. es gibt s;; € T' mit

b= Zsijtiaj = Z (Z sijti) aj
€T

Also ist b € Dr(q).
?2”: Sei umgekehrt b € Dr(g). Seien also s; € T' mit

b:Zs]-a] Zsjjlta]—i—z 0 -ta;
J

1
ET i#j €T

Also ist b € Dp(< t1,...,t, > Qq).
(b) Dar-g=<1,...,1 > ®q folgt die Behauptung mit (a).

2. "= Kklar
?<" Sei rq T-isotrop. Seien also tgj ) € T nicht alle Null, so dafl

0= zr:zn:tgj)ai = iit&j)a
j=11i=1 i=1 j=1
~——
€T

Ist tJO # 0, so ist auch "

3. ”=" Sei 0 = ) tja; und r < n, so daBl ohne Einschrinkung t¢1,...,t, # 0
und tp41,...,t, = 0 gilt. Dann ist < t1,...,4, > ® < aq,...,ap, >=
< tiai,...trap,...,t;a;5,--- > isotrop.

P Ist < tq,...,t > ® < ai,...,a, > isotrop, so gibt es g;; € K2cCT,
die nicht alle Null sind, so daf}

0= Z gijtia; = Z Z Gijt; a;
i .
eT

=1 10 7é0 also ¢ T-isotrop.

Wieder kénnen nicht alle Summen Null sein. Also ist g T-isotrop.

O
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Lemma 4.3.9 (Witt-Formel)
Fiir ay,...,a, € T* gilt:

2" < aq,..,an >~ Z < €lyenny€p > Q K €101, ..., €pa0y >

Beweis: Esgilt <¢ > Q < €a; > =< ei,egai > =2 <L€,0; >=< a6 >
< ai,eia% > =<a; > QKL €a; >, woraus < €1,...,€p > Q@ K €101, ..., €EpGpn >
2 Ay, Uy > ® KL €101, ..., €nay > folgt. Damit geniigt es zu zeigen, daf fiir
alle a; € K* gilt:

Z<<61(I,1,...,6na,n>>fv2n<1>
€

Dies wird durch Induktion iiber n gezeigt:
Induktionsanfang: n = 1:

LDl >E<L,1>1l<a,—-a1>~<1,1>=2<1>.
Induktionsschritt:

Z K €1071,...,€E,0n >
= Z (K €101,y €n—10p-1,0, > L L €1a1,...,€4-10p_1, —ap >>)

ee{£1}n-1

> ) a1 > B(K an > L <K —ay )
ee{£1}n-1

P lel>e<l>
= 2"<1>

Satz 4.3.10
Fir ein T-Form q =< a1,...,ay, >7 sind dquivalent:

1. q ist T-hyperbolisch.
2. es gibt t1,...,t, € T* mit [K t1,...,t, > <a1,...,ap, >] =0

3. es gibtt1,...,t, €T* mit [ <t1,...,tr > @< a1,...,anp>] =0
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Beweis:

"2 = 3”: Esist € t1,...,t >=< u1,...us > mit u; = Ht;j und ¢; € {0,1}.
Da T multiplikativ abgeschlossen ist, sind also auch die u; aus T und
< uy,...,us > erfiillt die Anforderungen in (3).

”3 = 1”: Sei ¢ =< ai,...,a, >. Dann bedeutet [< t1,...,t, > ®q] = 0, daBl
es s € Nmit < t1,...,t, > ®q¢ =2 s < —1,1 > gibt. Dann mufl aber
sgnp(< t1,...,t, >) - sgnpq = sgnp(< t1,...,t, > ®q) = 0 fiir jeden
Positivbereich P D T gelten. Mit sgnp(< t1,...,t, >) = r # 0 folgt also
sgnpq = 0.

?1 = 2"”: Sei ¢ =< ai,...,a, >7 hyperbolisch und € := (e1,...,€,) € {£1}".
Sei ferner T, := T[e1ay, - - . , €nay).

1. Fall: —1 ¢ T,. Dann gibt es einen Positivbereich P D T,. Fiir dieses
P gilt €;a; € P fir alle 1 = 1,...,n, was gleichbedeutend ist mit
sgnpe; = sgnpa;. Daraus folgt sgnp < €1,...,¢, > = sgnpg = 0
und wegen ¢; € {+1} bedeutet dies gerade < e1,...,e, >= TH, also
[<éer,e.e, 6, >]=0.

2. Fall: —1 € T.. Sei ¢ :=<X €10a1,...,€xa, >. Dann gilt Dr(q) =
T, \ {0}. Insbesondere gilt also £1 € Dr(g.) und damit ist 2¢. eine
T-isotrope Form. Wegen Lemma 4.3.8 (2) ist dann auch ¢, eine 7T-
isotrope Form und mit Lemma 4.3.8 (3) gibt es ¢§,...,t5, € T*, so
daBl < tf,...,t;, > ®q. isotrop ist. Dann ist < ¢{,... %, > ®q. erst
recht isotrop. Da dies eine Pfisterform ist muf sie laut Korollar 4.2.8
schon hyperbolisch sein.

Setzt man < t1,...,t > = @ o, K ti,...,15 > und multipliziert
dies mit der Witt-Formel 4.3.9, so erhilt man [ t1,...,t, > ®q] = 0.

Bemerkung 4.3.11 Aus 4.3.10 (3) und 4.3.8 (3) erhilt man:
qg T — hyperbolisch == q T —isotrop

Satz 4.3.12 (Repriisentationssatz)
Sei by € K* und ¢ =< a1,...,a, >. Dann gilt:

b1 € Dr(q) < Jbe,...,bp € K* q=p<by,bay...,by >
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Beweis:

b)) <:”

"9,

: Sei by € Dr(q), seien also t1,...,t, € T mit by = a1ty + - -+ + apty,. Sei

zunichst a1ty + --- + a;t; # 0 und ¢; # 0 fir alle 1 < 7 < n. Wegen
(4.2) folgt dann < ay,...,a, >=r< aity,...,ayt, > und durch n-faches
Anwenden von (4.2) erhilt man < aq,...,a, >=<by,...,b, > mit

k—1 k
bk = (aktk Zaztz)(z aiti) fir 2 S k S n
i=1 i=1

Seien nun die ¢; allgemein, aber ohne Einschrinkung so gewéhlt, dafl es
ein 7 € N gibt mit ¢; # 0 fiir ¢ < r und ¢; = 0 fiir ¢ > r. Gibt es ein ¢ mit
ait; + -+ + apty, =0, so sei s := min{i; a;t; +- - - +ant, = 0} — 1. Dann ist
b1 € Dr(< ai1,...,as >) und mit oben Bewiesenem erhilt man b; € K*
mit < ay,...,a5 >=<by,...,bs >. Also gilt

< Alyeey Oy Dby, . bs, Q541,000 00 >
Sei < a1,...,a, >=<by,...,b, >, dann gilt
signp(< a1,...,ap,—b1,...,—by >)
= Signp(< ai,...,0ay >) —Signp(< bi,...,bn >)
=0
fiir alle Positivbereiche P D T'. Also ist < a1,...,0,,—b1,...,—b, > eine

T-hyperbolische Form und wegen Satz 4.3.10 gibt es t1,...,t, € T mit
0 = [<t1,.- oty >Q<ay,...,an,—b1,...,—by >]
= [<ty,. ..t >([< a1, -yan >] = [<b1,y...,bp >])
Also folgt:
<tyenyty >Q < A1y eneylp >ty by > Q < by,...,bp > (4.3)

Da die beiden Formen auf der rechten und linken Seite von (4.3) die selbe
Dimension haben, miissen sie schon als gewohnliche quadratische Formen
isometrisch sein und es folgt:

t101 S D(<t1,...,tT>®<b1,...,bn>)
= DK<t .., tp >@<a1,...,0, >)
C Dr(<ty,...,t, >®q)

3.8

=" Dr(q)

Damit folgt: b, € t; ' Dr(q) = Dr(q).

4
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4.4. STETIGE SCHWACHE ISOTROPIE QUADRATISCHER
FORMEN UBER REELL ABGESCHLOSSENEN KORPERN

4.4 Stetige schwache Isotropie quadratischer Formen
iiber reell abgeschlossenen Korpern

In diesem Abschnitt wird nun das Ziel dieses Kapitels erreicht. Es wird gezeigt:

Ist R ein reell abgeschlossener Korper und sind f1, ..., fx € R[X1,...,X,]\ {0}

Polynome, so daB < fi(z),..., fy(x) > fiir alle z mit A fi(z) # 0 eine > R?-

hyperbolische Form ist, so ist < f1,..., fx > schwach isotrop in R(Xy,...,X,).

Dabei kénnen die Koeffizienten der Polynome, die die schwache Isotropie bele-

gen, in stetiger Abhingigkeit von den Koeffizienten der f; gewdhlt werden.
Dieser Abschnitt folgt [3].

Satz 4.4.1 (Hauptsatz)
Sei fq(C,X) das allgemeine Polynom vom Grad d in den n Variabeln X =

(X1,...,Xp) mit den m = (”:;d) Koeffizientenvariabeln C = (C1,...,Cp). Sei
k € N gerade und sei C = (C',...,C*) mit C* = (Ci,...,C%) und f; =

fa(C%, X). Sei ferner B = {maxminp;;;p;j € Z[C]}. Dann gibt es ein N € N,
sowie hi; € Z[C,X]) und ajj € B fiiri=1,...,k und j =1,...,N, so daf gilt:

Zfizaijh% =0 (4.4)
i J

Ist R ein reell abgeschlossener Korper mit a € R*™, so daf o' # 0 fir alle
1=1,...,k gilt, so gibt es ein i mit Zj aij(a)hij(a, X)? #0. Ist auflerdem

k
(p(a) =Vz (/\ fd(aiax) 7é 0— sgnp < fd(alax),--- afd(ak,x) >= O)

i=1
und gilt R = p(a), so sind alle a;5(a) > 0.

Analog zur Vorgehensweise im letzten Kapitel wird der Satz zunichst in den
handlicheren Satz 4.4.4 umformuliert. Dazu dienen die folgenden zwei Bemer-
kungen.

Bemerkung 4.4.2 Zur einfacheren Schreibweise sei die Indexmenge

I = {l/ € {1,...,k}k;V1 < e < Vg /\V&—H <0 < Vk/\(i £j oy # I/j)}
2 2

definiert. Dann gilt:

{ac R*" R p(a)}
k
_ {ac R REVa (/\ falal,z) #0
i=1

k
2

k
2V Astana <on A s zo] )

i=1 i=k 41
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k
= {a€R"™REVa (V fala'z) =0

v\/ ;\fd a’i,z) <0A /\ fa(a¥i,z) >0 )}

vel \ i=1 Z—k-f—].

Setzt man nun

M (z) := ROV x{aeR™ fyla,z) =0} x REIm
MZ(z) := RUD™x{ae€ R™ fy(a,z) >0} x RE=Im
MS(z) = ROY™x{a€ R™ fy(a,z) <0} x RE-Im

so kann man dies auch schreiben als

k
2

k p k
N UMF@ulJ | Ms@)n () M(x)
i=541

TzER™ \ i=1 vel \i=1
was die Abgeschlossenheit von {a € RF™; R |= ¢(a)} in RF™ impliziert. Unter
Verwendung des Endlichkeitssatzes erhilt man daher endlich viele Polynome

pij € Z[C] mit

REVYC ¢(C) ¢ \/ Api(C) >0
g

Seien
pi(a) = IIljiIlp,‘j(a) und p(a) = mzaxpi(a)

Sei A C B[X] der von Z[C, X], p; und p erzeugte Ring und sei S C A der
Halbring, der von A2, Pij — Pi, p— p; und p erzeugt wird. Mit der multiplikativ

abgeschlossenen Menge F := {f{* - ... f/*;v1,..., v € N} seien
Ap = {%;aeA,fEF}
Sp = {fQ,sESfEF}

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen gilt folgende Bemerkung:
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Bemerkung 4.4.3 Sy ist ein Pripositivbereich von Ap.

Denn: Ann: —1 € Sp.

Dann gibt es s € S und f € F mit f2+ s = 0. Sei nun a so, da8 fy; = 1 und
f2iy1 = —1 gilt. Dann ist p(a) erfiillt und es folgt p(a) > 0. Somit ist auch
s(a,z) > 0 und damit f?(a,z) + s(a,z) > 1 > 0 fiir alle z. Daher kann f2 + s
nicht die Nullfunktion sein.

Satz 4.4.4
Es gibt s1,...,8; € Sp mit (1 + s1)f1 —I—ZfZQSifi =0

Zum Beweis des Satzes wird noch ein Lemma benétigt:

Lemma 4.4.5
Sei A ein kommutativer Ring mit Eins, sei 2 ein Ideal von A und P DO A ein

minimales Primideal. Sei weiter a € 3. Dann gilt:
Es gibt ein b € A\ B mit ab € rad, d.h. es gibt ein n € N mit (ab)" € 2.

Beweis: Sei V :={ba";bc A\B, n N}

Ann: V Nrad? = ¢.

Wegen Lemma, 1.3.1 gibt es dann ein Primideal ' D 2L, so dafi B’ NV = ¢. Da
a €V gilt, folgt a ¢ P’ und damit P # P’. Andererseits gilt aber auch P’ C B,
denn sei z ¢ B, dann folgt za € V, was za ¢ B’ und damit = ¢ P’ impliziert.
Insgesamt bedeutet dies:

P2P DradA DA

im Widerspruch zur Minimalitit von 3.
Seien also b € A\ P und n € N mit ba™ € rad2l. Sei etwa b¥a™ € A. Da A
ein Ideal ist, gilt dann auch (ba)™ = b¥(~Dpkamk ¢ 9 und damit ba € radA. O

Beweis: von Satz 4.4.4
Sei

k
T:=Sp+ ESFCM mit a; = fif1
i—2

Dann gilt Sp -7, T+ T CT und 1 € T. Im Folgenden soll nun —1 € T' gezeigt
werden. Ist das gezeigt, so gibt es s1,h,..., s, € Sp mit

k
—1=s+ Zb’;fz’fl
i=2

Die Elemente s; und s; = s f? fiir i = 2,...,k erfiillen dann die geforderten
Eigenschaften.
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Sei nun
A={a€ Ap;—a® €T}

Ist A = A, so folgt —1 € T aus 1 € Ar und es ist alles gezeigt. Sei also das
Gegenteil angenommen, d.h.:

Ann: A # Ap
2 ist ein Ideal von Ap. (Fiir a,b € A, z € Ap gilt —(za)? = 2?(—a?) € T,
—(a+b)? = (a—b)? —2a® — 20> € T und —(—a)? = —a® € T. AuBer-
dem liegt 0 € 2A.) Sei P DO A ein minimales Primideal und sei K der
Quotientenkérper von Ap/B.

Es gilt Sp/PN—Sr/P = {0}: Sonst seien s1, s9 € Sp\P mit 51+ s2 € P.
Nach Lemma 4.4.5 gibt es dann ein b € Ap \ ‘B mit b(s1 + s2) € radql,
d.h. es gibt ein n € N mit b"(s; + s2)" € A, woraus —b*"(s1 + s9)*" € T
folgt. Sei s’ = (s1 + 52)?" — s2". Dann ist s’ € S und es gilt —(bs;)?*" =
—b?" (51 + 89)?" +b?"s' € T und damit (bs1)"™ € 2 C B, woraus b € P oder
s1 € B folgt, im Widerspruch zur Wahl von b und s; aus Ap \ ‘B.

Also ist Sp/P ein Pripositivbereich von Ap /B, der einen Prépositivbe-
reich §' von K induziert. Da f; € A gilt, folgt f; # 0. Es konnen nun
die folgenden zwei Fille auftreten, die beide noch zu einem Widerspruch
gefithrt werden miissen:

1. Fall: sgnp(fi,..., fr) = 0 fiir alle Positivbereiche P O S’ von K .
Da multiplizieren mit f; alle oder kein Vorzeichen veréindert, ist
dann auch sgnp(fZ, fif2,..., fifs) = 0 und wegen f2 € P* auch
sgnp(l,az,...,a) = 0 fiir alle Positivbereiche P D S’. Daraus folgt,
daB

<l,ag,...,a; >g=g< —1,1,...,—-1,1 >¢q

Aus dem Reprisentationssatz 4.3.12 folgt daher

k
—1eS’+ZS’a_Z~

=2

Ist s das Produkt der in dieser Gleichung auftretenden Nenner aus
Sr, dann ist s € Sp \ P und es gibt ein t € T mit s + ¢ € P. Nach
Lemma 4.4.5 gibt es dann wieder ein b € Ap \ P mit b(t + s) € radl.
Sei t' = b%t und s’ = b?s. Dann ist # € T und s’ € S\ P und es gilt
t' + s’ € radA. Also gibt es ein n € N mit (' + s')" € A. Sei s” = "
und ¢ = (¢ + §')" — s'". Dann gilt wieder s” € S\ P und ¢’ € T.
Mit —¢"% —25"¢" — "* = —(t" +5")2 € T folgt also —s"? € T, woraus
s € A C P folgt, im Widerspruch zu s” € Sp \ P.
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2. Fall: sgnp(fi,..., fr) # 0 fiir einen Positivbereich P > S’ von K.
Sei dann R’ der reelle Abschlufl von K bzgl. P. Nach Lemma 3.1.5
auf Seite 28 folgt R’ = \/; A, pij(@) >0, d.h.

R 3C, X sgnpe (fa(C,X),..., fa(C*, X)) #0
AN fo(CLX) £0A\ A\ piy(C) >0 (4.5)
7 i g

Nach dem Tarskiprinzip gilt dies dann auch in R, woraus
k .
R = -VCVX (/\ fa(CHX) #0
i=1

— sgnpge < f4(CH X),..., f4(CF, X) >= 0)

& \/ A\pij(C) 20 (4.6)
(2]

folgt (vgl. den Beweis zu Satz 3.1.1 auf Seite 27) im Widerspruch zur
Wahl der Dij-

Beweis: von Satz 4.4.1.

Multipliziert man in Satz 4.4.4 die Nenner hoch (dies sind nur Quadrate aus
F), so erhdlt man eine Gleichung in der gewiinschten Form. Die «;; sind dabei
Summen von Produkten von p;; — p;, p — p; und p. Dabei sind p;; — p; und
p — p; auf ganz R*™ und p auf {a € R¥™; p(a)} nicht negativ. Da —1 ¢ Sr gilt,
garantiert Satz 4.4.4, dal der Faktor mit Index ¢ = 1 nicht verschwindet. O
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Kapitel 5

Konstruktive stetige
Quadratsummendarstellung
positiv semidefiniter Polynome
in einer Variabeln iiber den
reellen Zahlen

Nach einem Skript von Martin Ziegler (Freiburg) vom 5.9.88.

Die bisherigen Beweise der drei Sitze iiber stetige Darstellungen verliefen
alle nach mehr oder weniger dem selben Muster - und sie enthielten alle einen
Widerspruchsbeweis. Daher soll hier noch ein konstruktiver Beweis der steti-
gen Abhingigkeit der Koeffizienten in einem Spezialfall des 17. Hilbertschen
Problems vorgestellt werden.

Definition 5.1.1
Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

P, = {p€eRX];degp <n}
Py, = {p€Py;Vz€R p(z) >0}
PQ";;F = {Z a; X' e PZ“;; aop, > 0}

Dabei sei P, durch die kanonische Isomorphie zu R**! topologisiert.

Bemerkung 5.1.2 Es gilt:

. P;n C P,, abgeschlossen.
Denn: Fiir a € R ist die Abbildung
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stetig und damit ist Py, = ,cg Fy ' (RY) C Pay, abgeschlossen.
. P;:f C P;;L offen.
Denn: Die Abbildung

F: P, — R
Y a; X" — ag,

ist als Projektion auf die 2n-te Komponente stetig und damit ist das Urbild
Pyt = F Y(R") C Py, offen.

Bemerkung 5.1.3 Seip € PQ’;LJF und seien A1, ..., Ay, die (moglicherweise kom-
plexen) Nullstellen von p. Dann 148t sich p schreiben als

2n
p=a’[J(X =X\
i=1

Die Reihenfolge der Nullstellen kann man dabei so wihlen, daB Ag;_; = Mo, fiir
alle: =1,...,n gilt.
Denn:

e Der Leitkoeffizient muf} positiv sein, da p sonst fiir grofle = negative Werte
annehmen wiirde. Da R reell abgeschlossen ist, 148t er sich also als Quadrat
schreiben.

e Fiir alle Nullstellen A € C von p gilt p(A) = p(A) = 0 und durch sukzessive
Polynomdivision von p durch (X — A)(X — \) erhilt man, da A und X\
gleiche Vielfachheit haben. Ist A ¢ R, dann gilt A # A und man erhlt die
Bedingung an die Reihenfolge der Nullstellen, indem man \ auf A folgen
1aBt.

e Fiir A € R gilt, daB 2 die Vielfachheit von A teilt:
Denn sei

p=[JG0= 2P [TIX = A (X =2))*

€R €C\R

so dafB} ¢; € {0,1} und die A; alle verschieden sind. Dann gilt

p(@) = [[@=20% TTla = 2" [(a= 2"
0

i
~
~~

2

fir a € R. Ist ¢ = [J(X — Ai), so geniigt es also zu zeigen, daf} es ein a € R
mit g(a) < 0 gibt.

Es gilt ¢'(Ak) = [1;2x(Ak — Ai) # 0. Sei ohne Einschréinkung ¢'(Ax) > 0.
Dann gilt in einer Umgebung um A

T <A, = q(z) <q(A) =0
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Da aber p(a) > 0 fiir alle a € R ist, miissen zwangsliufig schon alle ¢; = 0
gewesen sein.

Lemma 5.1.4
Ist F : P — P, eine Abbildung fir die (F(p)(z))? < p(z) fir alle z € R gilt,
so bildet F' beschrinkte Mengen in beschrinkte Mengen ab.

Beweis: Sei ||.| die Maximumsnorm und sei M C P, beschrinkt. Sei also
p €N, so daB ||p|| < p fir alle p € M gilt. Dann gilt fiir alle p = )" a; X" und
fiir alle € R die Gleichung

[F(p)(2)] < Vp(x) = /Y i’ < iy /Y laf?

Mit dem Lagrangen-Interpolationspolynom an den Stiitzstellen 0, . .., n 148t sich
F(p) schreiben als

L =Y [ drpm | X

> rwn [15=5

=0
ik

(k)

wobei die c;’ vonp unabhéngige rationale Zahlen sind. Damit ist

IF@)] < max{}" ||z, | 13150 < b <n} = const

fiir alle p € M durch eine Konstante beschrinkt. O

Lemma 5.1.5
Fiir Polynome p € R[X] gilt:

lp|| >0 < VzeR |p(z)] — 0.

Beweis:

7= Seiz € R\ {0} und sei e > 0. Da ||p|| — 0 geht, kénnen die Koeffizienten
von p durch jedes positive § beschrinkt werden. Sei etwa § = ﬁ Dann

gilt [p(z)| < 03 |z|* = e. Fiir z = 0 ist |p(0)| der Betrag des konstanten
Koeffizienten und man kann ¢ := € setzen.

7<= Sei € > 0. Wie in obigem Lemma kann man die Koefizienten b; von p mit
Hilfe des Lagrangen Interpolationspolynoms schreiben als b; = >~ ¢/p(j)
mit von p unabhingigen C,Z (insbesondere gilt > \CZ | #0). Da p(z) gegen
Null geht, kann man die Werte von p durch jedes positive § abschitzen.

sei etwa § = ETC]:‘. Dann folgt |b;| < 6> |CZ7\ =€

O
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Lemma 5.1.6
Es gibt stetige definierbare Abbildungen

gon : Pyt — P,
mit den folgenden Figenschaften:
1. fiir alle p € Pyt gilt p— (gon(p))? € Py,

2. gop bildet beschrinkte Mengen auf beschrankte Mengen ab.
Beweis: Sei p = a? H?QI(X — Ai) wie in Bemerkung 5.1.3 und sei
n
gon(p) : H X —Re)y;)) mit a>0

Dann erfiillt go,, die Bedingungen 1 und 2:

1. Sei 2m die Anzahl der reellen Nullstellen und es gelte ohne Einschrinkung
A,y Ao € Rund Agpy1,..., Ao, € C\ R Hat p nur reelle Nullstellen,
so folgt p — (g2n(p))? =0 € Py, _,. Sei also m < n. Dann gilt:

n
—(920(0)* = @JJ(X = Xa)(X = %ai) —a H (X — Redgs)’
1 1
zm i=
= o [[(X = %)%(p1 — p2)
i=1
mit
n
P11 = H (X2 — 2XRelg; + (ReAQZ’)2 + (Im/\QZ')Q)
i=m+1

n
= Xx2nm) 4 x2em)ml N _9Redy
i=m+1
+ kleinere Potenzen von X
n

py = H (X'2 — 2XRely; + (Re/\Zi)2)

i=m+1
n

— X2(n—m) + X2(n—m)—1 Z —2Rey;
i=m+1
+kleinere Potenzen von X

Also ist p— (gon (p))? € Pay_2. AuBerdem gilt p1(x) > po(z) fiir alle x € R
und es folgt insgesamt p — (gon(p))? € Py .
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2. Aus (1) folgt (gon(p)(x))? < p(z) fiir alle z € R, daher folgt die Behaup-
tung aus Lemma 5.1.4.

Da nach Satz 1.3.4 auf Seite 9 die Nullstellen stetig von den Koeffizienten
abhiangen und Real- und Imaginirteil als Projektionen auch stetig sind, ist gop,
eine stetige Funktion. O

Definition 5.1.7

Fir £k =0,...,n seien folgende Funktionen definiert:
ek . P, — P,
p o X"p(x +k)
fkE . P — P,
p — (X —k)"p(x55)
Lemma 5.1.8
Es gilt:

1. ef und f¥ sind zueinander inverse Automorphismen des Vektorraums P,
(und da dim P, < oo also stetig).

2. Sind p,q € P,, so gilt f¥ (p-q) = fE(p) - fE(q).
3. €5, (Py,), [5,(Pyy,) C Py,
4. Zu jedem p € Py \ {0} gibt es ein k € {0,...,n}, so dap ek (p) € Pyt
gilt.
Beweis:

1. Da8 die beiden Funktionen ef und f* wohldefiniert und linear sind ist
klar. Bleibt noch zu zeigen, daf sie zueinander invers sind:

w1
nen(P)(X) = fa(X"p( + k)

= (X = ()X k4 E)
= p(X)
EEGNX) = (X~ R P )
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2. Seien p,q € P,. Dann gilt:

fap-a) = (X —k)*p(
(X = k)"p(5
= f¥w)- fEq)

3. Seien z € R und p € P;. Dann gilt:

zp(2 + k) fir z#0

ek (p)(z) = { }20, dap € Py

aonp fir =20
k (z —k)*"p(z1y) fir = #£k +
= >
e = {ETOED WA s o qpen

4. Der 2n-te Koeffizient von ek (p) ist p(k), denn:

- 7
~~

p(k)
+ niedrigere Potenzen von X (5.1)

2n
1 .
x2n E ai(f + k)" = X (ap + kar + -+ - + k*aon)
1=0

Da ein Polynom, das auf ganz R nur nichtnegative Werte annimmt, nur
doppelte reelle Nullstellen haben kann, kann p € P;;L also hochstens n
verschiedene Nullstellen in R haben und unter den n + 1 Zahlen 0,...,n
muf es also ein k geben mit p(k) # 0. Fiir dieses k gilt dann €%, (p) € P5\T.

O

Bemerkung 5.1.9 Fiir ¢; € P, gilt:

halp) =Y = p = Y (7h(@)? (2

Denn p = ff.e5,(p) = f5,(3; 4) = X2, f3.45 = 3;(f5(47))*-

Satz 5.1.10
Sei Ag =1 und A, = (n+1)(A,_1 +1). Dann gibt es zu jedem n € N stetige
definierbare Funktionen

fi: P — P, (7=0,...,45)
so daf fir alle p € PQ; gilt:
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Beweis: Beweis durch Induktion iiber n:
Induktionsanfang: Sei fo(ag) = y/ag. Dann gilt ag = (fo(ao))?.
Induktionsschritt: Die f; werden zunéchst auf Uy, := (ek,) 1 (P;.") definiert:
Sei p € P5 \ {0} und sei nach Lemma 5.1.8 ein k € {0,...,n} gewihlt, so daB
ek (p) € Pt gilt. Dann ist ek, (p) — (g2n€k,(p))? € Py, und nach Indukti-
onsvorraussetzung gibt es dann f; : P;;L_Q — P,_1 mit

Ap_1—1
&5 (D) = (920€5,(0))2 = D (fi(ehn(p) — (920€5,(1))?))?
j=0

Mit (5.2) folgt daher
Ap—1—1

p= > (n(fi(e5n(p) = (920€5,(p)*)? + (fr 9205 (p))?

]:0 - ~ - H,—/
=FF(p) =Fj  (p)

Die F}“ werden nun so gewichtet, daf§ man sie auf P, \ Uy stetig durch Null

fortsetzen kann. Dazu sei h¥(p) der 2n-te Koeffizient von e§, (p). Dann ist k¥ die

Verkniipfung von e’fn und der Projektion auf die 2n-te Komponente und damit

stetig. Ist p € P, so gilt immer h¥(p) > 0 und auBerdem
h¥(p) > 0 <= ¢b, () € PyF
Seien nun die neuen Funktionen, auf ganz P;;L definiert durch:
0 fiir hE(p) =0
Wegen Lemma 5.1.8 ist
hO(p) +--- + h"(p) # O fiir p € Py}, \ {0} (5.3)
und durch Fallunterscheidung iiber h*(p) > 0 und h*(p) = 0 erhilt man

An—l

2 _ hk(p)

fiir alle k = 0,...,n. Fiir alle p € Py gilt also

n An—l

S (gF ) =p

k=0 j=0

und die Anzahl der Summanden ist (n+ 1)(A,—1 + 1) = Ap.
Nun bleibt noch zu zeigen, daf} g;? : P;;l — P, fiir alle 7 und k stetig ist.
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Da Z:]-(F}C (p)(x))? = p(x) ist, gilt (F]lC (p)(z))? < p(z) fiir alle z € R. Nach
Lemma 5.1.4 bildet Flg also beschrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen ab.

Liegt p in Uy oder im Innern von P;;l \ Uk, so ist die Stetigkeit von g;“ inp
klar. Sei also p auf dem Rand von Uy, d.h. g;-“ (p) =0.

1. Fall: p # 0.
Sei K ={q€ P;;|lp—q| < ”p”} und sei (p;) ein Folge in K mit p; — p fiir
i — 00. Da fiir p; ¢ Uy, sowieso g; k(p;) = 0 gilt, seien ohne Einschrinkung
alle p; € Ug. Die stetige Funktion /> h; nimmt auf dem Kompaktum K
ihr Minimum an, dies sei M. Da 0 ¢ K liegt, folgt M # 0 mit Ungleichung
(5.3). AuBerdem ist mit K auch F’ f (K) beschréinkt (etwa durch p). Damit

gilt:
Il = 1<)y
) S hi(pr)
< hk(pl)%
= )

fiir i — oo, da h¥ stetig ist.

2. Fall: p=0.
Aus p(z) = [p(z)| = (g} (p)(2))? fiir z € R folgt |g}(p)(z)| < /p(z) = 0
fiir p — 0 und mit Lemma, 5.1.5 folgt dann

g;-c(p) —0 fir p—0
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