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E I N L E I T U N G

f n  d i e s e r  A r b e i t  g e h t  e s  u m  d i e  D a r s t e l J - u n g  e i n e r  v o n  d e m

n o r w e g i s c h e n  M a L h e m a t i k e r  T h o r a l f  A .  S k o l e m  ( 1 8 8 7  1 9 6 3  )  j - n

d e n  J a i r r e n  1 9 3 3  1 9 3 " 7  e n t r v i c k e l t e n  M e t h o d e  z ü r  L ö s u n q  d i o -

p h a n t i s c h e r  G l e i c h u n g e n  e i n e s  b e s t  j - m m t e n  T y p u s .

D j -ese l {e thode wird heui -e a ls  Skol  emscfr ,e  (p-a_dische )  tqe l l fggg

beze ichne t .  V { ie  de r  l ' , I ; ime  : : chon  andeu te t ,  s tü tz t .  s ie  s i ch  we-

s e n t l i c h  a u f  d i e  T i r e r : : : i e  c l e r  p - a d i s c h e n  Z a h l c n  u n d  d e r e n

F u n k t i o n e n .  i l o m i t  g e b e  i c h  z u n ä r : h s t  c i n e n  k r - i r  z e n  Ü b e  r b l i c k

über  den  Au fbau  dc r  p -ad ische t r  Za ln l -en ,  r vobe i  - i - ch  a l i f  Be i ^ , ' e i -

se  ve rz : -ch lcc .  D ie  Dc f - r -n j t i onen  und  Be i r . ru12Lungen  en tnahm ich
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Z w e i  H a u p t d i v i s o r e n  ( o )  u n d  < ß >  s i n d  g e n a u  d a n n  g l e i c h '  w e n n

ü  u n d  ß  i n  ü X  a s s o z L i e r t  s i n d .  E i n e  D i v i s o r e n t h e o r i e  i s t ,  b i s

a u f  I s o m o r p h i e  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  H a l b g r u p p e n  e i n d e u t i g  g e g e -

ben .  I rü r :  den  a lgebra ischen  Zah lkö rper  K  i s t  )7  i somorph  zu r

I l a l b g r u p p e  a l l e r  v o n  0  v e r s c h i e d e l l e n  f d e a l e  v o n  C f K .

Eine Abbi lc l r - rng v :  K ->  L  U { " , }  he iß t  EIPonent  des Körpers

K /  w e n n  f o l E e n d e  d r e i  E i g e n s c h a f t e n  e r f ü t l t  s i n d :

€ K

C X  , 3

1 )

2 )

? \r l

v  (o :  )  =

v  ( r y ' ß )

v  ( c + $ )

e ) O  =  0

v ( o )  +  . ; ( ß )  f ü r  a l l - e  o i ' ß

l r i n  { v ( c x )  , v ( ß )  }  f r i r  a l - l e € K

,JcCer Pr  i . ind iv i  sor : ' ' / )  vorl  OX i:esi- immt dur:ch

, " i ,  (cr)

/  ,  - - ' , t

. i  max t  nt  ; r - .  ;
j
j

: q )

T t " / . o t , ' f - ü " r  
o * 0

f - i i t "  c t=0

c i n c n  c  j  n , C c r . t t i q  g e c j c b c n c n  , ' r , , t  - a c i i s c l : c n )  I i x l ; o n e t r t e n  a u f  i ( ,

r , so l :e i  Z \ r ' € i  ve r :sch iec iene  Pr j -n ' rd i v j - s io reu  ve rsch iede t - )e  Exponen-

ten i :e  s t - i -n inen .

I ' 1 j . t  e i n c n r  b e . l  i e b i g c n

n / r r r r : n l - l l  r l n { : - i  n i  r r l - r ) 1 1
l . / v r r u r ! u  

u 9 r - ! l l - L v r - v r r r t

T l . r : : / ' l  i  n . r r r n r r
] . / U L ' J - T T Y  L T T ' Y

2 ' )  u i . t  ( q . ß )

genüg t  .

t r in  I ixponent

D a s  i  s t  e i n e

D i v i s o r  i . i i -  1 ä ß t  s i c h  e b e n f a l l s  e i n  " E x - -

d c r  a n s t a t t .  B e d i . n g u n g  2  d e r  s c h r v ä c h e r e n

v , n  ( u )  +  v , r  ( ß )  f ü r  a l l e  r r , 1 3  e  K
I-/i, 

i,.,t

e i n e  ( ' W  - a d i -  s c h e  )  B e r v e r t u n g  a u f v .

t  l a / z )

.J . . . , "  c le f in ier t

n l - ] - i  l , - l ' . ^ ^
T \ I J ' J I I L T L T T T V

( c r )
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w o b e i  P  e i n e  r e e l t e  Z a h L  g r ö ß e r  a l s  1  i s t '  u n d  d i e  E i g e n -
J

s c h a f t e n  1 \  ,  2 )  ,  3 )  e r f ü t l t  s i n d :

1) /a/., = 0 +:) c1, = 0

2 \  / u ' ß / . 7 ,  =  / a l ,  / 3 / 7 ,  f ü r  a l l e  o , ß  €  K

3 )  / c x + 3 l p  5  m a x  { / a l r ,  ,  / ß / y t  }  f ü r  a l l e  c x , ß  €  K
/ l

(wegerr  3  )  ] - re iß t  d ie  Bevrer tung )  -

Ve rwenc le t  man  s ta t t  e j -nes  P r imd iv i so rs  e inen  be l i eb igen  D i -

v isor  r r l  ,  so  sch lächt -  s ich  
'2 )  ab zü

2 ' )  / u ß / , ,  I  / c r / , ,  / i l / , ^  f ü r :  a I I e  o ' ß  €  i (
, , / 1  ,  

, - i  , / ( -

M i t  H i t f e  e - i - n e r  B e w e r t u n c ;  l ä ß t  s i c h  K  z ü  e i n e m  e i n d e u t i g  J - r e -

s t immten  Körper :  bzw.  R i r - rg r  vc rvo l l s tänd igen ,  j e  l ' ] achCem o i :

e in  Pr imd iv i so r  r : c1er  e in  gervöh i - r l i che- : r  D  j - v i so r  zucJ runde  l i eg t -  -

I ch  bcschre ibe  c len  Vcrvo l l s tä r " rd ig r i r :gsprozeß . r l l  e  i -ne i  ge t^ , ' öhn-

l i c h e n  l ) i v i s o r  , ;  C

E ine  Fo lge  {c , r r } ra , , . , ,  von  Zah l -e  u  aus  K  he iß t  - (  i ' j  
-a i l j - sche)  -n14 f -

! o f g .  ( i n  Z e L c h r : n t  i , -  * l - i - n t a , ^ ,  =  0 ) ,
I- I-)o

\ {e r io  l im /un / , , i  = :  0 .
n+co

{ o - } - , r . t , ,  h € i ß t  ( i i  - a d i s c h e )  
- C - l t r c h v f g l - g e '  w e n n

n f I { - ; .  . '

i i  - f i r n  ( . i  - 0 .  )  =  l i i n  / a  - ü ,  / , , .  =  0 .'  n  m '  n  m ' i r / .
n-|co n-)-co

I'';l->{p lTi+u:

D a s  h e i ß t :  f ü r  a l l e  c

le n )" N, m a N /o,,  ,"^/t I  <' \  e .
I ; L

Auf  der  I ' {enge  der  Ca t r  chy f  o lgen  aus  I i  kann  f  o lgenCerma ßen  e i -

n e  A q r i v a l e n  z r e l a t i o n  e i n g e f  ü l - i r t  w e r d e n :
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{o r r }n€  I I J  
N  {  ß r . }ne  i i l  

:  4= .+  {o r r -ßn}ne  ry '  
i s t  e ine  Nu l l fo lge .

D ie  Menge  a l le r  Ac lu iva len  zkLassen  l l .  -aa ischer  Ca*chy fo lgen  in

K beze ichnen wir  mi t  K, r I

S i n d  { o . , } ' € ; . , 1  u n d  i  3 , - r } n g / l /  b e l i e b i g e  V e r t r e t e r  z w e i e r  Ä q u i -

v a l e  n z k l a s s e n  ä ,  b  €  K  i t  ,  S o  w e r d e n  A d d i t i o n  u n d  M u l t i p l i - k a t i o n

in K l t  e  indeut  ig  c lurch

a + b  : -  c n  €  I ( , r  m i t  { r r ,  + ß  }  - . ,  €  c n
Ir  !  ' ,  ' - " n  

" 1 1 '  n €  ; f 1 '  I

a ' b  : ' -  . Z  €  * { l  m i t  { o r r - ß ' } n € , , , n J  €  
" 2  . v

d e f  i n i e r t - .

Dadurch r ,u ' i rd  I (  i f  z ,ü c inem kommutat iven Ring und K"yt  zü e i*

l ' l  6rY1 T{ i  i rnz: :  rrr.gi.rr ^t- l-r- LJc:r r getrannt __-rr, :  
-adi-SCher Zah.lkörp_cr trber K / wellr l  '  ; ' : ,

e - : i n  P - r i n i d i - v i s o r  i s t .

I i r  j  l rm  j  . s t  i i  b i . s  a r r i  I son io r l :h ie  eu tha l t cn  ( rnan  iden t  j -  f  t ' z1 r :  r1 ' -

r \ i  6 .  K  m j -L  Cer :  Äqr i v ; r l e r rzk l -asse  a  C  I ( l i  ,  d - ie  d ie  kc ;n : ; ta t r te

F o l g e  ( o , c r  |  .  .  . )  e n t . h ä l - t )  .

D i c  l l e l e r L r r n g  /  / , ,  1 ä ß t  s i c h  a u f  K i . , l  i n  n a t ü r l - i - c h e r  W e i s e :
' . i i  r ' i -

f o r t s e  t  z e r T :

r  1  ,  ,  
- l i n  v l i  ( c i t - r )

i , r  |  ( -  a  L  K r ,  / a / , . ,  i = C '  I ) - > c ot * n ' n l - -  t l /  -

r r L J  . /  t . ' i  :  f  .  t

1 l i 1 - ' + -  1 /  ^ * ' - ^ , . J -  ; i . ' ' . ; , - ^ ' l  , - . - . - l - ' I  ^ ^ ^ ^ *  / 1  n t t  ^ 1 - ' . { : ^ - l  - . ^ *l  u g r  n r a r )  z u  K i  -  e r n e u t  i i c l u i v a l c n  z k l - a s s e n  v o n  C a t c c h y r o r g e n

a u s  K ü  h i n z u ,  s o  I  ä ß t  s i c l ' r  z e i g e n ,  d a ß  c l a b e i  k e i n  g n ö ß c r e r

R i n g  a l s  K i . ?  e n t s t e h t .  D e s h a l b  h e z e i c h n e t  n a n  K t 4  a l s  c l i e

Vervo l l s tän t f i -gung  vo r - r  K  l :ezüg l i ch  des  D iv i so rs  l , t

D e r  T e i l r i n g  U ' L U  : -  { a  c  K t t  ;  / a / r . t  5  1 i  v o n  t i i t  h e j - ß t  R i n g

der  ganzen j i ' t ,  l ää isc l - ren  zah len  über  K  (d ie  E len ien te  von  K , ,?

h e i ß e n  i t  - a d i s c h e  Z a h l e n  ü b e r  K )  .
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D i e  E i n h e i t e n g r u p p e  Q l  
x  v o n  V o  i s t  d a n n  g e g e b e n  d u r c h- V L  

V L

o i i  
x  =  { a e o , ,  ;  / a / l 4  =  1 } .

K f t  i s t  v e r m ö g e  d e r  t " { e t r i k  d ( a , b )  : -  / a - b / ü  e j - n  m e t r i s c h e r

R a u m .  I n  i h m  i s t  O A U  o f f e n - a b g e s c h l o s s e n  u n d  k o m p a k t .  O X  i s t

e ine  d ich te  Te i lmeng .e  Von  o ,R  rs t  ^ i . ,  e in  Pr imd iv i so r  Von  OK '

so  i  s t  On . ,  e in  In teg r i t  ä tsbere  i ch  und  Quot  (O" . , , ,  )  =  K^ f
/ '  

-  |

V f  b e s  t t z L  a l s  R i n g  m i t  D i v j - s o r e n t h e o r i e  n u r  d e n  P r i r n d i v i -

s o r f  ( d i e  z u  A ^ , a  g e h ö r e n d e  D i v i s o r e n h a l i : g r u p p e  i s t
r - - . D

, f '  =  { . 1 " " ,  n C  l i l o } ) .  ,

r s L  a  €  O . , - r  r  s o  h e i ß t  ä  : -  { n  e  A , o  i  ' ' f / < b - a > }  R e s t k l a s s e
! "  / -  /

von a mocl "i.t
D ie  I ' lenge a l le r  Restk tas  sen mod ' f  w i rd  rn i t  UV /  To 

beze ich-

t f  e t  UnCl  i  S1-  r .  i  ' r r  T{Ärng;  ,  def

B"=_tElgjli;_gllLgr-l9r von K mocl 7t .
I

I n  O K  e x i s l - i e r e n  P r - l r n c l - e r n e n t e  , 1 ,  . .  ,  ,  t f k  m i t

)
/ t ,  / r r j _ r ,  

' / , r j - '  - / < r j . >  f ü r  j  - -  1 , . . . r k .

S e i  o  : -  r T 1 . . . ' i f k  r . r n d  S  r : i n  v o l l s t ä n d i E e s  V e r t r e t e r s y s t e n t  v o n

Res tk lassen  a l rs  Un /  
o .  

:  -  A 'O /  
A . , , .  c r " ,  

c las  d ie  Nu l  l  en thä l t .

D a n n  I ä ß t  s i c h  j e d e s  E l - e m e n t  a  a  K i . t ,  e i n d e u t i g  s c h r e i b e n  a l s

- - o t t  m i t  a ,  €  S  u n d  i n  e  7 / .
N I

Se i  L ' f .  =  ' / r  
r *1  .  .  .  , , : ,O ' t k  c l i e  Zer l -eg r rnc l  c les  D iv i so rs  , i  vo i t

OX in  e in  Proc luk t  von  l l r imd j - - r i so ren  m i t  ' ) r } i  +  ' / i i  f ü r  i  + j .

co

\--\

I I - 1 i l .



b

I s t  a  €  A U L ,  s o  i s t  m

O X ' t o  +  O K ' o  =  O - K .

D ie  Bez iehung  zwtschen  Kü .  und  den  Körpern  K  
72  i  

( i  =  1  ,  " '  r  k )

r v i r d  d u r c h  f  o l g e n d e  T a t s a c h e  e r h e l l t  ( v g l  .  I - , i t  .  1 4 ,  K a p  .  I  I

s  3  5 ) :

( e e z e i c h n e  [ { o r r } n e , : l ] r r ? .  €  K i ?  d i c  v o n  { * . , } n c . i ' l  e r z e u g t - e

Agr i va lenzk lasse  in  K , : , t  ,  [ { f t , r }n€ r , /  )  
T t  ru  

K  
) rJ  f  

d ie  vc )n  der - *

se lben Fo lge er  zeugte Aqu iva len zkLas se in  K '7 i '  i  .  )
/ r -

D a  f ü r  i  { :  I  K  
7 o L A I (  

- i , : , )  =  { 0 } '  k a n u  m a n  v c m  R i n g

K 
i i - )  I  

o  C I  K  
/ ) k  

s l r rechen ,  i i t  cem Acd i t i on  und  l ' I u l - t i p l i -

k a t i o n  k o m p o n e n t e n r v e i s e  d u r c h g e f u l t r t  w c r C e n .

Derni j - t  is t  d ie  A1: l : i lc lung

rvoh lde f  i n j -e r { -  und  e . i i r  s te t ige r  i l i ng i . so rno i :p } r  j - smus .

D i e  U n t k c h r a b b i l d u n g  i s t  E c g e l l c r r  d u r c h

, . ,- .----\  l {
/  I \  I  !

s ' (

v

w o b e i  ß n  ' =  
L  

o r r ( t )  u r , ( t )  . t ' d  d i e  r o l g e r - r  i u r , ( j ) ] n t i i /

i = 1

f ü r  j e d e s  i  €  { 1 , , . . , k }  s o  g e w ä h l t e  T e i l f o l g e n  d e r  F o l E e n



7

n

)^n,,,
{
I

- l i t  .  .  .  T . l -(#)
l-{ n  ( i ) l

t  - n  ' n €  
f J

'l -1

S e i  p  e i n c

S t a t t  K .  ̂ -\  
L J '

(  s l , a t t  O ''  < p >

c i  j -e  ;1q r - i i va lcn  zk l -assen  von  Fo lgen  n i t

b  i  l c len  e inen  Te i  l kö rper :  von  Iap '  c l c r

;zrs  i i ' , , )  is t - .  Iv i  r  kc innen Cesha-Lb annei r l r ,c t t ,
L)

Ccs l t inges np is" t ,  unc l  vo i l l  ,?) ' r -Vextor-

i s t  a u c i r  ! , '  i  O ' ) .' - p  p
e  ^ c . ," l ) 1  1  . . .  " l J u ' ' k  d i c  * , . i t ,  u n d

6 )  v  , f  ]  r 7 . -  r - L  - -
r i J  \ , , , I  I  

! { , t '  _ - V C K t ( f f f ; } u i l ' , ( )  .
i- K l-)

I  i l r rnc r  I l  j  s t  c lami t  auch  e in  Vek to l : raumj -so rno : :ph is tT Ius .

N a c h  ( t - , i t .  3 ,  K a p .  I V ,  S  2 ,  S a t z  1 )  g i J - t :

\
n /

Kp

e i n e  i { i i - u o s i s  v o } l  K ,  s o  i s t  s i e  a u c h  e i n c

f ".1:> - l. i*o.. 
( i )

J /"; n-)co 
Il

t *
( r o

J T .  .  .  .  T T ,

r., il+ 
1---|--51I  

" i

- . .
f  l l f  1  -  a

r - L l I  r  J

f ü r i + )

( t r s i s t ' f  j - l * r i , . , ( i )  =  ö

( v g l .  I - , i t .  1 4 ,  K a p .  T ,  S  5

n a t ü r l i c h e  i ? r  i m z a h l

s c h r e i b c n  w i r :  d a n n  e i n i - a c h

o i r '  s t a i - t  I  / r , r r ,  /  / ,  r : n d

D i c  l j l  c r , r r . : n t c  v o n  K , . , ,
. L '

( l  t  i  cc1( l  rn . l i t  s  ! , . '  s ;  i t tc l  ,

i - ' n r - , r - r  I  o r r  i  . - . r - l r  - i  . : , - rn .n r r r l r
L U I / V  j . V \ J  J - , . - ' \ r r  r  - L  i v l r L v J -  l l  t  L

,'t'''

c l a r ß  { \ ' , _  c j t r  T c i l k ö r p e r'  l '-r
i:

r a u . m  K , .  s J f  r e c h e n .  ( E s
LJ

E b e n s o  r ; i n t 1  f ü r  . i ; ,  =

K  . .  ,  -  0
/ ' l

D ie Abb "i

I s t  ( t , : n , . . .  t \ r
I

/;i
L { , .  l j a s t s  v o n

LJ

s i n d ,  d a ß  7 t : - I i m  
o . ,

il-)qr

( K r o n e c k e r s y m b o l  )  )

T'

l )

. - J - ^ r - r -  / * - ' I  . i  r t  r t . - l  i r r )5 L c l ' L L  \ l - . t . / I - ^ . .  
r -

( i )( i ) _
C.



B

Reihen {1.  -  aaischer Zahlen:

co

Eine Reihe L o,- ,  d)!"  -uaischer Zahlen aus KLI konvergiert  in
n = o
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Die  Grund . i dee  d .abe i  i s t  f  o lgende :

Für  j  ede i ,ösung (x .1 ] .  .  .  r  x '  )e  Zn ro :  (1  )  is t  nach d .em Vor i ie r igen

*1H1*" . .  t -x -L)u  i l :  I ' t4  i ' I  e ine ZahL in  i ' t  miL  der  i {orm c .

Sie i rat  also eine i lars ' l ,e l -1ung *1i l1*.  
:  

.  - t -xmt(r**O(irro*1*.  .  .  +O c^i '  =

f : f  ! i - . rv t .  . .  .  "  . { . r '0 ,  mib 
) ,  j€ td"a, .  .  .  ,Y; l  ,  f  

; i inhei tswurzel  ar ls  c i r
u  r - l )  |  . -

ä n c i  y 1  , . . . 1 F r  e 7 -  o

D a s  b e c l e u t e ' b ,  d - a ß  r l i e  i - b e n  K o o r - d i n a t e n  f ü r  i = m + 1  ; . . . ; r  v o n
r *  i f  J \  /  Y "  - ^ -' l  

l l , i1 "1 .  , ,  . f , , ' t r  bez.  h)  ,T t+ . ,  , . .  .  tQr t  i .dent isch ve- rschv, t j -nc len r : r i i sscn.

f  c i r  beze ichne  fü r  X*  {n+1  , , . .  r r ' i  c i - i e  k - te  i { oo r : r l i na te  \ ron

v '  Ac  i i l  -  v -  ' :  ( t -  i : : (  ) t l  v -  \
t  j ! , - 1  .  , , , , . , 1 - . - / r n i t  ( / j i t 1 ' '  o , , .  - , ! r ' ; t ' ) k  u n d  s c h r e i b e  a l s o

(:r )

i l as  l r rob l -en ,  d ie  t i i op i ran ' c i - sc i t e  G le i chung  (1  )  z r t  J .ösen ,  i s t

darni t  aui  di-e - t  ösul6 des Gl e i  chulrgs r jys l - ;  ens (2) in.  den r i inbckanrlr : i t

i ; ' , ,  7 . . .  t , l r 4 , ! f  z u r L c k ; c i ü h r ü "

,Da  i . t j . r  vc rausUese l - ; z t  i r i r ben ,  da r i  r . s  n -m,  kann  nan  e r \ , v ; r t e t r r . l r l t J

das Systen (2) nur-  encl l ic i r  . r ie le lösungen in 7/_.1\  besi1,zt .

S k o I c m  I ä ß t  a l s  L ö s u n 4 e n  a u c h  Z a " h l e r t  J 1 r . . .  r J , ,  " , p  
z u  u n t l

encv i c l r c lL  d i - c  l r unkb  
'  '  r
ron 1_r- -- j  Kpt (y1 , . . . r :1")  -*  ,_. , , r r"  . . , . , "J,

i n  e ine  g le i chmäß ig  konvc rgen te  p -ad l sche  J , l e ihe .

Dadurch kann inan (2) ersetzen durci t  e in System der t l .o l :n

( : -  r (  J i  f  Y r  \  -  nt i  j j ' 1  '  . , , ' * : r  ' m l - 1  v

I - -  -  ^  a n + 1  . , ' . . . . . . n . d 1 * ' .  . y . t .  =  o  l
n 1  , . . . t * " = U  

r i r r ' 1 " 4 ) " ' ' L L l  I  j  

i

( ;"" c, ,,- ̂J','i 'I' 1 = 0\ r '  - : l ' 4  o  .  
f  

, f t
i  L ) )  

I

a a a a a a a a a a a a a a

I
I

Tl'u' 
I

.  . J I  '  =  O  J: är.., n ?.r y.,nn
t , 1  t . . . t i l " = O  

' " 1 ' - 1  ) " ' ) " f  '

ni t  a.  t r  t0* i r 0 , ,  
, . . .  r D r t  

t p '

l 2 ) l
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Für  Sys te rne  de r  l . o rn  ( t )  bev r ies  Sko lem Sä tze ,  i n  denen

unter  Er fü l l r inE gevr i ,sser  Bedingungen k le ine obere Schranken

fü r  de ren  Anzah l  p -ac i i s  che r  Lösungen  au f  ges te l l t  we rden .

i ' i i c i r t ig  s j -nc l  vor  a l len d ie  ,Spez i .a l fä l le  in  e iner  cd-er  zwei

Unb ekann'b en" , al s o f- a* yn't : o bzw.
L-* 11 '11

l l  . "  = O  
r r ? r 1 1 ;

I
{;(2

11 .  i l .\ ^
L--= &t-1 

.n,  .n.Y1'o Y,"_
T ! r ,  . i l ' - , = O  

r r  1 - 1  '  - -  
/' l  '  c

= o j
I
I

(

= o )on 
, Dl ,frL

@r-_ ^
a1 o n1=u

Y1"n Yzn'

1)  l iao i -ue i i i ' r :c rs j -ch1,

Der:  , iauoi ;e i  l ,  : l - j_ese_i  , ' tJ : ,be i_ i ;  ß_Lj .ec l_erL-  s ; j -ch j - r r  ' ;L , r te i -  I (ap i i ;e l

: i I  und .L- t - l - ,  d  enen.  j  e i^ ;c i -L  s  e i -n  i in l r . ip tsat r ,  v 'orans 'ce i t t  I  e i .nr la l -

e j -n  Sa tz  vc i ]  i i l <o l -e in  L ibe r  d ie  i i nza i r l  t {an r .e r :  p -ad isc } re r

l ,ö r ;un . "e r l  e ine r  G le ic l i ung  d -eL :  Ges 'c i l l t  F (X)  =  O mi - t  : t i '  WW ,! v ^ / u r r l  v r !  v - r r ( )  -  \  
^ -  

I

Ci is  ar id"e. r - re I ' ia l  e in  l ia tz  von Slco. l -e in über . 'd ie  t ' lT lzaul  ßanzeT

p-ac1 j -s r :he r :  l - , c j sunge l t  e  j -nes  ( ] l e i chungssys  i ;e i l s  de r  i r c r rn

I t t ( t i , Y )  =  o  l
r - r  ( - , 1  . i \  r ,  I
o : \ - h r r )  =  v  )

- { +  L - '  r i  ( i , t : [ x . Y J  er 1 1 I  v  . L ' 1 ,  L ' Z  
/

f n  Kap i te l  I f  we rden  nach  dem i i aup tsa tz  s te t i g ;e  ! ' unk t i onen

au f  
' l :  

, - ,  be i rande l t  un r i  e r l -äu re r t ,  i v i c  d iesc  i n  g le i chmäß ig
v

konve rgen te  r ' u i i kL ionenre i - i r en  en tw icke l t  l ve rden  können

/ -  -( i ' e i e r s - i ; r a ß e n t ' * r j - c k l u p - g )  ( I I .  2 ) .
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Das d. iesbezügl iche Haupt resu l ta t  r ry i rd  i rn  i {aupt  satz  für

p - a d . i s c h e  F u n k t i o n e n  f o r n u l i e r t  ( I I  . 5 ) .

Ansch l ießend-  i , rerd .en d- ie  ürgebnisse au-s  I l .2  und I I . t  dazu

r ' rani i  r ,zr  4ie äncl l - ichrkei t  ganzrat i -onaler Lösungen von Glei==
l - / V t l L t l r L t r ,  l i - L t t  I r I l - \ - l . L I v l  

a r

chungen t les Typs Af  ( :Oh ^* . . . *A= (X)Lr ' t  = O rn i t  Ai t  KIXJ unC

ß, € K zv beweisen r  wobei  /3,  /ß,  für  i+ i  keine : : ; inhei ts l ' , 'urzel
{  a  '  (  L ( - J

i s t ,  a b e r  c i e n  B e t r a . g ,  t  h a b e n  c l a r f  ( I I . 4 ) .

In " I I . i  geht es u.n l - j -neare reku,rrente -h-ol-ßen unC ui l l  d ie

- i n ragc  o  w ie  o f i  sc l che  Fo lgen  \ i r e r te  e ines  Po lynons  aus  K [ f J

annei rnen können.

- t n  L I . 5 r I I . 6 . 1  u n d  I T . 6 . 2

von ,Sko l  en Auskunf t  übe i

pirant is c i rc i :  Gl e- i  c i ru.ngen (

D i s k - r i n i n a n i e ) ,  u n C  e i i t e

v l i  r :  d ie  l - ,ösu.n [ jen ; ' ; r i t  Ccr

k ö n n e n .

e r i r a l t e n  w i r  i n i t t e l s  e i n i g e r  ; ' n t z e

d. ie  Lösungsanza i r l  bes 'u i rn in ter  d- io=

spe z , :_eLL kub isc i re  Fornen n i  u  negat ive : :

F-e ihe von . i ie j -sp ie lcn rso l - I  r 'e i [ . .e l i :

i jkol  etns ciren i ' iethocle berc cir t iet  i , ' ' t i - , - l r i -e l ]

In i{api ucl- I l-I vrer,ien nach cieil l iaup b::t, i , t,z Invi::,r ie.}l-üen uncj-

Kovar ianten von l , 'o rmen in  zwei  Yar i i ; .b l  en e ingef i i l i i ' t  ( f  . f  f  '  2 )  ,

u rn  ansch l i eßenc1  i n  l 1 l . 7 )  e j -nen  the ( ) , re t i schen  i reg :  kennenzv=

- te rnpn -  r . r i e  man  e l l i p t i sche  i {u rven  du - rch  " i i i c k füh rung  au f
+ V ! ! ! v I r t  v r r

l<ub isc i re  oCer  b iquadra 'u ische ! -ormen und.  c lurc t r  i in iuen"dur ]ö

c-Ler  S l . :oLemschen i ' ie t i roc le  lösen kant t .

I I f  .4  is t  b iqua, l r :a . t  j -schen - l -ormen rn j - t  negat iver  D iskr in inante

ger , r id . inet  uno I I I .5  kub isc i ren Forn ien mi t  pos i t ive :c  i l i skr i r l l i= '

-  - * - { -^
t I 6 t L v E .

Anhanr i  e ines  v re i t e ren  i l e i sp ie l s  so - l - l -  i - n  I I I . 6  d -e i l onsb r ie r t

werddn ,  i r i e  auc l r .  c l i op i ra .n t i sc i re  G le i c i rungen  n i ' u  Fo rmen  fün f ten

( r rn r l  h ; i he ren )  Grad -es  i p  c l re i  (und -  mL .h r )  UnUes t i i n in ten  vo l l=
\  

u l r ! f  l r v J r v !
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konmen mi t  Sko l  ems I ' ie thode gef  ös  b  werden können.

Den Sch luß b i ldet  e ine Zusarnmenf  assung und Beur t  e i lung

der:  Skol  ems ciren i ' tet i ior i -e sovi i  e ein Anhang mit  ergänz end.en

i l e i s p i e l e n .



I r . P  A D I S C H J i

U N B E S T I l ' 1 I ' {

1 '

} . I ] N I T T I O N E i {

T E N

I N  E I i { E R

I T . 1 Ein l{auptsatz von- S-@ -ad" is  che ,a.e ihen in

ei-ner  Unbe st imnt  en

Sa tz  1  ( t j - t  . 21  t sa t z  1 )  z

f ie i  K  e in  a tgebra j -scher  Zah lkör 'Oer  r  p  e ine Pr : inzah l ,Te j -n

Primoiv isor  von Of ,  der  p te j - l t  uncl  a;  e Ok ni t  7/k)  ,77ty ' ( ' l '
Lt?

i , i e i i e r  s e i  i l  : =  [ ; 1 f i ( , r ) , t : A f f i o  
v i o b e i  G r a d - ( f o ) = t ' * i n d

l_ =(, , -.

cler Lei ikoef l f ' " i -zLeur, ;  von f  o 
3u-s U^r i  ist .

Dann hat d. i r :  Glei .chung r l  = O höcirstens m Lösung;en j -n U' i t  ?

c l .1r .  es  g ib- i ;  höc l is tens m Vel lsc f i iec j -e l rc  X c :  O ' ' r  ,  SodaiS c i ie

i{oiri. ' :rr( inzen ,5j: ,rtr; (r ') ..,; () r i ic,l ' / i  " 
i ' ' ir a,i- ie 't );; s; sj- inu-l- i ; i in

-L'=t) '

e r f i i l l - t  s inc l .

iletn,ei s : iiir z:eitlen ',t,a(rr-'"sl; , il a-i3 inerl iT unr]- $j- t' CS:,. i:11 , i' 'z 1 ,

so f  inrLen hann, d.ai l3 Gr:acl(q) < lk 'acl( f  o )  und * , ,  
i f  '  : :

'; {:.- i \ . .,,'+.1 r--\-/
( f  ^ r  ) [  z tT ; )  (1+  [  

- , . rß j  )  r no , ]  7 r ' . '  
'  f  u ; :  a . l i e  ' f  ' J ' t  '  i - { cn i  t

\J ---- 
F J.- : 4

I - -  |  r - -  |

5;ib b es L)o b e'nzreihen- }i u-nC G arls V;fr von Cer Gestal- i ;
{ ; X } . ( - - < . : ' ' l

F  =  r ^ n f  , I r q  ,  G : : : ' l  + ; t t t g i ,  s ; o t l a ß  i T  =  F  o  G .
u T:7 J- i- ='l

I -  I

I le i  r ler  l tonstru-kt ion von I t  unr l  G ' , /er f  anren wi-r  ind-ukt iv:

i l i r :  ' { - -1 rnulJ also gel ten:

r  , .  - ü ' f  -=  (  r  - '  * "  T - - )  (1+  i  An )  rno , \ ' f ? .t O *  t -  t , 1  : :  \ - L O - r  / , .  , 1 )  t  , !  ( ) / l  . /  . ' L u ' ^  
/ "

Da.s  is t  g le ichbec l .eutend.  rn i l ,  f , , , , , "  t l \ fo* {  rnoc l  
7"

j l a  r1e r  i , e i t l l oe f  f i z i en t  von  fo  nach  Vorausse tz l i ng  e ine '7 t -ac l : _ -

sche  E in i l e i t  i . s r , ,  ex i - s t i e re t r  nacn  de r r :  D i v i s ionsa lgo r i t hmus

31 unC \  , -  ATIX]  so,  r iaß Grac l (q)  <  Grad( fo)  und-  t1  =  ßt fo* { '

l ' Ian  ser ,z 'ü  f1  r=  f , , , -Bafo .

Fü r  ' { -  =2  nuß  ge l ten :

fo*  7Lf  1-+ r t7 t ,  . :=  ( fo*  , r ' t ; l t -  i t  zry-)  (1+ rL g1+ u2*) mo u f t  '  v/as
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äquivai  e rr t  j -  st  zu
7

fn+ rcf  )  = q + fo8l  + r f ,  (S+roßa*{ . }1)  mod'V) und weßcn
t a

tl=\"rg1fo ',veiter r'v tz-\q = f ogz*$. 
mocl f '

r t i ied.er  ex ist i  eren nach d.en L l iv is ionsalgor i - thnus solche 82

uncr f ;  in %rü{i mii ,  Gracj- (T;) < Grad (t 'o).
I

i,lan s e'; zt T; : = f t-{'Sl 
-f 

o82 "

Der  a l - lgene ine indr rk t ions;schr : i t t  ver - läuf  t  g&nz '  ana- IoB r  is t

j  ed-och u_rnstänc iL- ich  n ied-erzusc i r re iben und r ' i i rd  d"esha lb  1 . {egge=

i jenerkuni i :  ler  Sa1,z bei täl  u seine Gül-bi-gkei i ;  aucl :  t roctr t  i 'J t lnn

7, 
kej_n t?r i . , :n,Cj-v isoi :  vor l  K ist .  I ' ian mui j  dann nur vei : l i ] .nr icoe

d.aß c lc r  i - ,e i tkoe i - f j - r . i -ent  von fo  e ine 
T-ac l ische 

j i in l ie i t  j -s i ; "

ii -i-r wer,den C1en Sai;2, nur für clen ljpe r't-alf all i{ = (rl unci- ',1).= P r

e  i r : .e  i r r imz ah l  ,  benöt igen.

e  x e C I i . r ,  i s i . ,  x € A i n  l t i u l l s I e l l e  v o n
I  / "

n n  x  i { u l t s t e } l e  v o n  F  i s t .

C a.n , j 'u el}e - , /on F = O.

r l ie l , 'o l -  se /  h , - , , ,4- i . , ,  i . , - , , r , ,  e i - t te j ' lu- l - l -=
(  , / ' r t  t / ' / t : , ! ' i '

-; -;--- '_--:_-- --'

. , r  , * : 'J  = €;  o- ,  ; ' iJ  i -s 'u  ( l t=Gl :ad (  ' iu)  )  ,
i '  i = C  /

j  n,i j- e s enr l '{oo r,rl-, ?.1 r-i o 7! r ' . c:ir;;ü' a.,,, l i '1,) . '  *

l ' {uL. l -s ' t ,e l Ieu i -n * f  r  } /oCrrrch d-er-  ; j r t1:z

u  \ J  v  r r  a

nu.n G(x)r  o-. , r ' (  für '  a l le

= F .  G genau dantr ,  vJen

r  be i ; rnc i r ten a- l -sc  l i  =  C

*i* i *..-
f i i l  h . . .  t . -  f , . + . ) '  . _ ; l : ' f i{ ( t 

T:1 .:t:i 
r_

I s c  j - ; n  O  . ' - l l o d - u ] -  
' .  I )  C ) .

/ '  i  .=(.i /

r ' l- ;  
I  n . . " , ! , - . .  ^  | ' , < c n '  " ' ! ' ! ] - - 1 i . " i ,(  J  l ' \ , 1 ( .  i : l  

-

. -ill
. il) 

't-). 
.1-, !t- .

1 -

rni- i ,  r rat  I :  h i i r :hsi ;ens n I

: v l i - c l i ( j n  i - s i ; .

l a r

Tl .-

lrr
l - '

\ r  l i

l-l .-
L) ()-

{ ] , r
L \ J

i , :

a a

- i ) . r

) - ^
lJ \t
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II . 2 ät e t i äe. Fgnkt i on e+ auf 4",

l l o i  r t  e inc  na iü r l i c fue  ZanL  u .nd  f  :  Z , -v v *  
b  

+ \ / r . i v  L \ ^ i r +  \ 4 t : \ K _  ( l { . : = J t r ^ ,
6  i 5  \ [ ) . /

e i n e  a u I  q ^ - ' -  - t  ^ - ] t i r z e  ] ' r r n k b i o n .v r L : - t .  r ^ L { - L  5 r i . l - l O  t g  b t / U v r - f ) v  ! \ i r 1 r L

i las  l re iß t  per  l , re . f  in i t ion :  t r1 i r  a l le  *o€ 7 , ,  unc l  f t i r  a t le  €)O

g ; i b t e S e i n [ > o r S o t j a t J f i i r a 1 - ] - e x o € / o o i | / * . * . . l , " <

l +  /  - . \  + .  / - -  r  /  . . - - i  - r  . L
l r t x r - 1  ( , " o ) l s  g r - r ü "

' t \

J)a /_ .." kornpak L j-n ' i '  _ is b ,- r )

auf ;. 
*, 

r i  . l t  " f l ir al l e .: . i  O

x r ye i / n  n i ' u  i x * , y1 , , , r , f  l r ( " )
ö t )

triir Ci e l'i: nkt i on f kann inan

i ; e n  a  .  n - t  , , i - , !  -  r i e f l i n i c r r - r : r - r :
- "  1 . : :  

- - n 7  
" t O t  

\ - ' \ / r ' J - ! r r v i - v r r ' '

*- i : . -  L-  - r r  .
a - -  : =  I  ( _ , j  ) ^ ( . 1 ) f ( n * k )  =

lL i-**;r 
' i i '

K t = ( ' ' l

,i rn) . -- q "(A:1 ) =-'--(g:1t[) j
,  \t<" '- .*-*-*Tf----

-r,onvergi el:, 'b f
n=e

"  AIsc  e :c_ is t ie : :1 ;

a  n a -
J - i )  U

g i h
t ) *  "

- 1 ' {

, .L

T;:7i
.t\ -- \J

f  q n r " r r l  q l e i c h n ä l 3 i g  s t e t i gL l * -  C

t  es  e in  , . i  z  O,  sod-aß fur  a l le

\ t
- - \ t . . i

J ) i  - \ ' ' 1  e

d ie  so i jena .nn ten r i e ie rs t raßkoe f  f  i  z i en=

(  4  \ n - k  1 I l  1 a -  1 r -  \
\ . -  l /  \ k /  t  ( r r t /

n:Le ;-iei.lie j: i' (x) i .: f* ",r(l) 
nr j i, (;f ) , = K''i-1 )fi*-fu{-L r i,i'lx i

- i l -=U

he i l l i , -  c ie  zu  i l  gehöre r :c ie  In ' i ; e r . ' 'Do ia i ; i cns re ihe  od-e r  ' u ie j  
e r=

s'Li a IL-1tl[.U t-.11_U I pj,

T  t  , ;  i  ^ ' / t  ,

I s t  x : : " ; i " ! ,  s o  k o n v e r g i - c r t  f  
' ( x )  

g e g . e n  f  ( ; r )  ( . / t l i . . L i t J . 1 1 ! r i i a . n . I l : ,

8 ( )  r \
ö  / t t - l  e

l l i n r , . r \ : : ^ r )  . " i l  i .  : r r r f '  , , 7
r f : r r \ ) u . ) v - r  i . - ; : _ : _  v  ( 4 ( i r _  a a - r _ r _ , -

f  ' * r  l< , :nver- ' : ier - "ü ßc l ra i l  c ia .n: r  ß lc ichnl iß i3 auf  i :  - ,  \ ,Jcnn . ' : - .1- in  a = n- - t T t  - - r r !  [ i - - ' - - - r ; t  * ' f l  \ - / .
o n*, 1r?

B e i v e i - s :  ' r = =

n '  '  n l^ -c- '" ' :
U U ctUUlt  l -  i - l l l

-1 
71 

'Ä 
.1 l-r

r Ä l  . r _ l  \ _ L 1 1 I 1
ar
c-)

2  f x - r  f i i r -* n t n '  ! L { !

\1,/

n - A
I I _ \ J

x e )!_,
ö
c<2

)  -  f -  /  4 \ ' n/  ' -  . , '  _  \ - r l - - a
t t = O  n

l L : = -  
|

a l l e

, - 1
o 'n-

3-1 i rn  a_^ =  O.
, j - 7 : - t - )  i I



r r (== ' t  i  Zunächs t  ha l ten  v l i r  f es t :  t r h r  x€Z^  und -  ne  0 / ^  i s t
g o

/ X \ -  v  ( a  h  l r x r / - / = 1 ) .  D i e s  i s t  s i c h e r  r i c h t i g  f ü r  x e L -\ n / .  o - g  \ \ r 1 1 1 o  f  \ n / l O

( so {a r t  ( x )e7 - ) .  Da  abe r  d i e  Abb i l d r - rng ,  Zu  - - }  J / * , *  r -+ (ä ). n  -_  - -__ ( r  
c f

qr - r r r - i  r -n  r r z r r r -  Z  a : -ch t  i n  Z  -  1 ieg t ,  g i_ l t  d . ie  Aussaße fü r  a l - I cD  t r \ t U r ö  U t L L L I  L -  L r J - v I J . t /  - l  

O

, * r/-8- sei nun g-*+E *n =o . l ' iese n /"r(ä)/ * 
,. l"rri* (n e ,l/o,

xe / - ) ,  i s t -  f  
t .g le ichnäßig  

konve-rgent  auf  / -  nach dem l ' , la jor&r r=
b 6

t  enkr i t  e r ium.

fn r  Fa1 te  g - * * *  * r ,  =  O  s te l l t  a l so  f *  a l s  g le i chmäß ige r  Grenz=

tver t  s te t iger  t r 'unkt ionen auf  / ,  e ine s te t ige unc i  \ " iegen c ler

Komnakthe i  t  von , ia  , -  g le ic i imäßig  s te t ige Funkt ion auf  Z  ^  dar ,+ - v r - ' l v  

f )  

t ) * - a v f r l l l u l J . l - b  u  v  v  v - J * f ) v  {  \ l l . ! I \  U I \ - / I J .  s u J -  *  
g  

u L

l la  f  unc l  f  ' t  au f  der  in  :2 ,  d . j -ch i ,en l , ienge , , , ' / '  übere insL- innen,
(f

si innen sie e.uch au--f  
' t / ! -  

t iberein.
t )

l l ie  r ' indeu- t i .gke i t  t le r  z r l  f  gehö i :enden.  in ter l lo - l -a  i ; ionsrerh  e

j  s t  l . e i c i r t  e i n z u , s r : h e n  ( f , , i  1 ; . 1 4 - ,  i { a p . I I ,  S 9 . 4 ) .

Z iusannen fa .ssenL l  haben , , . i i r  a l so  fo - l _qend-en

f ia" rz  2 :

1 B

sf-et ige j l 'unkt i -on u.nc l  g i l 'u  1 lür  j - i re

a -  n - l - i n  a  n  h i l i ;  f  d i e  e i . n =*n t,  ; i ; ' , :J 
*J] -r -v

Ill e i chniä {3ig, konvcr;,,-en i; c iitt \., ' j- c i{==

-r'a-i- -F. . ,7 ____, l{ e iner D U  I .  r . . ( ,  
- - - - - =  t \ 1 ;

L) c)

ui  e i  er  s t r :aßko e f  f  i  z i  ent  en

. l ^ t r { - j . .  
' } - ^ -

, . - r - u u r u ' i i  u u D - L i r n n t e  a u . f  , l '
atr(-)

lu'g :',--- rr., {l{) .
n  - ( - )  

L L  r t
! t - v
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I I . t  Der  l laupt  satz  für  p-ad ische Funkt ionen

Sei  p e ine Fr imzah} .

Es  g i l t :

W-  ( t i t  . 1+ ,  Kap .  r r  ,  S t  o .  1  ,  Theo rem 1 )  t

Se i  f  :  ,7n  *n  s te t ig .

Dann  bes  i t r , 1 ,  f  e ine  e indeu t i  g  bes t immte  au f  Z^  g le i ch=
.\? g

rnäßig  konver l ;ente  fn ' i ,e rpo la t ionsre i i re  I  a -  ( l ) ,  i ' ;obe i
f f i  r r r r

a  r , r ie  b ishe: :  d ie ' , . ' 'e ie rs t raß lcoef f iz ienten vo l l  f  
.b 'ed.euten.

n

R a t , r r . i  q .
r - ,  v  r t  \ /  - L  v  a

' l ' / ir ver\,JenC-en

Rc l ' l r -  r . i ; ' i ' l ] 1  r ) '  i i l l  f! v  f  r  \ - - r -  v  u l r L _ )

( v i = l  . S e i b e  . t : - ) "

,rine Fu"nl< b i- oiL

vleni l  e s ein i ;  :

i n i i , -  ) i . ,  y  n ro t i -  p

( - i r r r i ' / - r ' r ' r r ^ r  . -  1 r l ) l ] .  i i .
Y--Y--:t'-t ' l-r 

v v

hi- er

ft' 
n

fü r  d  i e  Fes1 ;se tzun$  c le r  p -ad i schen

r . i - n , r  q - ^ a o i e l l e  Z a i r l  p  .  n ä m l i C h  f : ; ' : = =  p\ / - L r i V  r J l J \ r L ) L \ r . |  r r . . t . - -  

. . /  )  

_

-{t r,rf enf un1<t i o_i} ,S .

, , ' , ' ß i b t r  s o c l a j l  S ( - - r )  = =  S ( y )  f ü r  a l - l e  l t r y , f  O ;

i-.' .  .D i is  l<- l -e i i rs ; te  sc l -c i re  i  r -  f f i  he iJ i t  t l -ann r ] j -e

Of  f  ens  j . r : i r c l i c i r  s i n i j .  , j t u . f  en f  unk t i onen  g le i chn iäß ig  s ' ce t i g .

i i a c h  ( r , i _ ' ü  . 1 + r l i a n .  l _ f  r | i 9 . 9 )  g i l t  :

j j : j_ne lupht |on f :  " ia_ .*  __* ; .K_ j .s t  g le ic i rmäßig  s teb ig  auf- p  p

,l: p 
.11==..: f i ir: al - l-e s r,: .; ' , i i  gibt es ej-ne Stuf enfunktion

r i :  / ^  K * o  s o r t a J i  I t G ) - s ( * ) i - { p - "  f ü r  a t t e  x a 7 n .p p , / . / \ _ - / I p I - p -

Sei  nun s  r ' ,  i l ' i  be l ieb ig  unc j -  S c ie  geßebene s te t ige Funht ion

f' Jr ,r .r'i i .tl i nr  , , \ .  uul)-- . , i r  s approxim j-  er:ende Stuf enf unkt ion.

A l . s o :  , , / f ( x ) - s ( x ) l ' ^ { i p - s  f ü r  a l l e  x ( / . ^ ." p
' x )

. x . -i je r -  . -  ^  bn( ; )  d- ic  rn t -c lDo la1; i .ons: :e ihe von S mi t  den 'v /e ier=
I J

1 ' l  -  I  I
t a - v

s t raßkoe f f i z i en ten  b r r .  l { p .  Da  fü r  d ie  vJe ie rs t raß } roe f f i z i en ten

e iner  s t  e t  i  c 'cn  Fr rn l r r ; i6n  f  a l tgemein c1 i  e  rv i  ch t ige Bez i  ehung
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s u p  / " - / *  =  s u P  / t ( n ) / - ,  g i l t  ( t i t . 1 4 r K a p . r r r s 9 . 5 ) ,  s o  h a t, e ,$J  n 'P  n r f i  
'  \ - - ' '  

Pn r ( r *  
- . , , r t '

mar l  auch h ier ,  v /en l l  r^ \
L^  

ar r ( l )  d ie  In terpo- .1-a t ionsre ihe von

f ist : s,tp /*'.,-b- /,-, I-J"p 1r (r.)-s lrr)l  ̂
n{;: i  l I  I I '  iJ t t  t  1, i tr  

t  '  t  
P

l J i r  ze igen,  c laß f i j r  a l - le  h j -nre ichenc l  großen n  e  i l /  l1n l  o  I  p -s ,

woraus I "nl o 
.= lun-brr*or/p .1= max 

1/,,rr-r,r/p, /orr/o) \< p-s für

genügend-  g roße n t l t j  fo lß t .

Da s i , i , j  be r i eb ig  ge i+äh t t -  vüa r ,  f o lgb  da raus  p - l i n r  a

v , ' on i t  Sa tz  t  be rv iesen  i rä re .

Für ci en lteiveis von I o' I o 
,,. p-s

n

n t t  
o

n  
=  C t

fü r  a l le  h inre ichend sroßen

nr- l ' !  g ib t  e ,s  mehrer - 'e  Vers ionen,  von cenen d . ie  r+oh l  e j ,n fac i rs te

u n d  k ü r z e s t e  d i e  f c l q e n C e  i - s t :

I ie' i  en V urit l . ' / /  z'u, 'e i Unbestir:rmte über 1{.,r, cl ie d-urcir ci ie

f  c l -geneJen i1r:e j -  äquiva- l  eni ;  en iJezi  et i - rngl , r  r , i i t  e inand-er.  vel=

bu-nd en si-nd :

r r  W  ' .  \ , t  V  1 4  ' r r \v = 
T+f - -  ;  V /  : :  r i : - - f - .  ,  ( ' l - *V) (1- r - I r i )  = :1 .

l iac i r  (L i 'u  .14. ,  Kap.  l - I ,  59 "  r )  i i i l i ;  d  arnn :

l iüL: Ke: i ' ' ' i  sj-nci d.ie beiclen Gl.eici:u.ngen
t ) )  t L

r(x) = [  "rr( f )  
uncl  ä1., .= ä 

(-1 )uf i ] ) r(n-k) äo*uival-ent r , t ) r
il-T rr Ir Ir 

k=O
.j,:) c.u

f o rma l -en  l .den t - i ' r ; ä , , '  f (n )vn  /a  " \  r * *
L _ _  r . r l t Y  =  ( ' l - t - V i  )  )  _  a

D = O  n = O

r \ l -so 3; j - l t  : ruc i r  h ierr  f  S(n) , /n = (1+t{ )  f  b-V/n.
n;ö fr$ n

Sei  t  r1 : ie  Ord.nung von S.

D a n n  i s t  s  p e r i o d . i s c h  m i t  c l e r  t r e r i o r L e  p i ;  d . . h .  s ( * * p " ) = s ( * ) .

rt ir n=li+n. pt ,{ i . i  , o { I{ +1 pt-t -f olgt :

[  s (n )v '  -  
*  #s ( r r+mpt ;y t {+mr t  =  *s (N)v t {  f  vmpt  =

t 'L=O C-=ö NA I{=O ffi=O
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rL-7
f-  (r /r ' r  r  i r l {  1=  
/  D \ l \ / v  - - ; 5  .
1{=0 1-VY

'v/egen (z+ ) v/i-rd. ciad.urch

!3  b  l i n  =  ,1  o=  #  1 : / r , r \  /  v /  \ i {
fu 

,n', J 1l:,,/ ,frö 
r>\r\ ) \TTfr)

1

, t ' /  |

A( t { )  =  [  s ( iT ) i tN(1- r i . , ' ;p " - l { -1
Tir-7i
l ' . t  - '  |  |

r t  - - v

1 . r r ( i l )
;-Z-,pr 

= B0'Tf rnit
r -  \4T\ i l l  

-
t _ r i t

-l- -l-

,  B (1 { )  =  (1+ l / )P " - l ' iP '  .

A u-ncl B sind- d.abei au-s fo / i, l , l  uncl iraben höchsi-ens cien Grad- pt-1 .

Da p  e ine . i ' r ' imzah-L j .s  b ,  s inc i -  d ie  B inomia l -koef f  iz ien ien ( f l )

f ü r  k=1  , . . .  r p -1  r l - i , r r : ch  p  te j - l ba r ,  scc laß  (X+ t ;n '  =  ' ' l {P ' * ,1 *  
F i (X ) ,

i  .  , i  z - . \  z  
-V  

f " f1  (i ' i o b e i  ? ( X / ,  . . - L r ) . . i  q f r r d u k f - . i - o n  ü . b e r  t ) .

hat i rö c irst  ensl leshalb ist r ;  ( lJ) = '1 +p 0 Cll)  unct ü QO ,: 7l i 'vtJ
l-

r l  on  ia -npÄ ' - r  U - -4
\ l - f r t I  u J -  C . \ , , l -  

!  
-  l s

, - r 2  r  , z r , \
-  - - l l  l t i , i  )

l -  1 !  -  I  / \  I  \  L ,  4 r  \  . r  /: ri) j- D u cj- r- i) (J 
i--,t 

'r. " 
:= 

1-r-p TrfTDl 1 - O  
'  ' Y  ; '  \

l l j - c  F r : l - J . ,1 tc i : r c  A ( f i )  f .  ( , ,1 ; ' r - ' i  i ra l :e r - r  j t öc
: -

( k - 1  ) ( L : ' * 1 )  : :  t < ( i r u . . ' ! ) "

i /ergl le ic i ru ina. l t  r -1j_. . :  Koe i i iz ienten rJ.er:

(i i l .ei leni;e cies i?o i; er\zr.eii ienrj-np.-s l{-^ , '  \, ip -
i ru"r  c i ie Terne cer zvrei ten p.ei_he einen

in  c lenen  t (p i *1  )  , i n .  c ;de r  k -1  ,  * -
p  " - ' l

/ t,1s o is1, b' '  a.r: f j  cclcn l,-al-l cJ-urch pk-1

rles\', 'etien e*l;1R 1rr, = O"

Die  Benaur i t tun ig  fo lg t  nun aus Satz  ?_.

( -1 ) 
i i-1 

oii-1 A ( \/ ) ,1t (\ i  ) 
k-1 "

cn$ c len ( ] rar l  (p t * f  ) *

. t \
- ; '  )  t  5O S- l -  C- l ]  ü n

r - le i  i ; l 'Ap '  fün  br  .^4 " -n

4
t 9

r  n  . . r \
\:3---Z- * | )

-D  rJ  E |  
i , -e i l ba r  un<L

i-^"2

i7-*,f
j " =  I

l ie . i - i len

c - : . I J . ;  L L O . I J

o ' o  h  o n
C ) v v v r a t

satz  t  läßt  s ich  auc i r  f i i r :  s te t iße r runkt icnen

f : ,/_ D Ot/" , 
' i) ein r-rind iviso.r von CfK mit lt / (p) r be=

wej - "ur , .  Da c l ieser  tserue is  aber  ver i rä l - tn ismäßig  kompl  . :z ier t  i -s t ,

verzi-c i r te ich hj-er air f  seine Ausfüi l rung und zLt iere nur d-en
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von d-er Qual i tät  d-er Aus s age i rer zv Sat z t )  anal  ogen

sa t z  , ; ' _  ( t , i t . 1o , s t e  , sa t z  i { ) :

Sei p eine Prirnzahl- und y ei.:n l?rimdivisor von efK nit 7c / 
(p).

Jed.e stet ige l 'u-nkt ion f  :  2, ,  - -*7 Vn bes Ltr" t  e ine eindeut i8
p / -

best inmte auf  Z  T)  
g te ichrnäßig  konver :gente  In terpo la t ionsre i i re

* " , ,  
( f  l  ,  wobei * , . ,  = 

* 
(-1 )kr (n-k) ( [ )  e

O = O  K = U
\ ,Jeiers 'ur:aßkc cf  f  iz |enten von f  s i -nd.

% r , r i  o , l  a r . r r r r l  d i e
c  

I Y I V S V 4  u L

Satz .  l  und  Sa tz  r ' z l l samlne l l  e rg reben

i l a t r ,  t t ,  ( f , , i  t . 1O,  515 )  :

S e j -  p  e i ü e  P r i n z a h l .

- I ' r ' - i -  r ' .  1 , )  - - r .  l { - .  s ' f 'e t ig  u-nd hat  f  unendl ich v ie le 1{u l l -=j - i ) i z  - l -  o  , r ,  -  . D  
D

s te -L l -en .  : i o  i - s t  i  schon  c i i e  i l u l l i l ünk t i -on .

l < A t - r A a  r r  t
ll U Vi (l -l- ,-) r

(.1 _.! . / ' - .  . ,  , ' , ; i -  e4 ^ 
-. / i  

-  Q/:.  _ , ' , , : : ' )  .  ?r irnd_iviso.ren von Air.i : € l _  ( l ) r ,  = 1 ,  
1  

t  o  o o e  . r l t r r , ;  " ,  
/  l -  

V . r r - , \ r ' L \ t r r  v \ ' - -  
J l -

i l - l - r :  i ie i rmen a. l t , ,  t i .a i . {  f  n- lchi ;  i . ie t ruLl . fu.nL; i ; - i  on i -s l .  i lac}r  Saiz,  t

i rer:  j - t :zt  f  e i -n e auf " , , ,1o t i - l -e i .c l i r l i iß-Lg kouvergente in- i ;erpola1; icns=

: :e i r re  f ]  ä , . ,  ( * ) .  l l a .  p - l i r y  ä r , ,  =  o t  g ib t  es  e in  b *o  aus  Ko ,
Il=\J 'l:'c -''r

scr j  a i l  ba,.  * :  O' ; .  f  ür :  a l le n ,V () .  b.  f  := [ ]  Ua. ( l )  ist  c]-ann
i -  1.L.= iJ

eine s i , -er , - ige i ru-nkt i . r t r i .  von - " j^  nacr t t  CL tn i t  c lenselben ! i i - r l - l -=
p p

ste, l  l .en t , r i -e f  uncl  t r  i  s f  n i-c i r t  d:Le i {ul l - , f  unkt ion.

iiCi Il : K -*--*>- I{.^,, ir,; .;) K.,,,.,. der in der lii;l.l eittrng
p /.r / ' /-

def in - ie r . 'üe  sL,e t i : : ;e  Isomol rph j -s r ; ius  u l rc i  i i i  ' -  (pr i  o  y i ) /V_ f i j r
p

i=1  r . . .  1 l i  c r i e  au f  üo  e i -n3 ;esch r r i nk l , e  i i i n te re ine rnde raus füh rung

von i{ unu tler' tsroi el<i; ion von K.^,, t ') t i) K^ p., auf K np; .
/ ' t  { - ' f t .  / - ( '

Die i { . ,  s ino s f -e t i -ge r "un l< t ionen von O:  nach U, r r ;  .- - l *  _ _ _ _ ( r _  
p  / _ t

Da b. f  ;  ,F - ; ,  0_- nicf t t  o ir :  l " , iu l l f  unkt ion ist ,  g ibt  es* p  ' - p
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mind .es tens  e j -n  ie  { r r . . . r k )  ,  sod .aß  i i ro (n r ) :  Zn  - - - - - - -+  q f i

n ich t  r l ie  i {u l l funk t ion  is t .  I { *o (b t )  i s t  s te t ig  und besLtz ' t

d-e shalb nach Sat  z t '  e ine Bl  e l  chmänig konvergent  e Int  erpo =

lat j .onsrei lre ü br( l)  mj-,- br,. .  V/, i  und. 7rj  
- '*+g brr. = o.

1 ^ 1 = O  
r t r  L L  r t r  

/ /

sei nr'e oi, ein Frir:iererncn'L- mit 7, /(rcr') , Tl't f (n;) .
/ 1 \

Dann können wi r  c i ie  le t  r - , te  t?e ihe schre iben a ls  f  unf  nG)  e

( T r y t ;  t x l  ( v g l . S e i t e  i 0  ) .
/  i  . \ 2

Nach Satz t  hat  I  r  
t t f , .  ( l { )  ] röchsi -eni i  Gr:ac l ( f  ̂ )  i ' lu l l .s te] ler i

ä - S  n '  o '
. -/ './ ^ ^, X
i r r  { ^ ,  u n d  o . E . d . A .  i s t  d e r  L e i t k o e f f i z i e n t  v c n . '  f ^  a u s  V

L ) .  

* . r : .  . - , " v  u v !  ! v 4 v r l \ / v ! ! 4  

\ _ , ,  
/ r ,  

e

Da a l l e  I ' l u l - l s teJ - - l  sn  von  b f  . auch  Nu- l l s te l l en  von  I { ro (n f )  s i nd ,
U

i s t d e r  S e t i z  h i e r m i L  b e w i e s e n .



2+

I f .4  l , -xponent ia lg le ichungen

i ' i i t  H i l - f  e  der  b is l ie r igen Sätze läßt  s  j -ch  nun e  j -n  Sat r ,  be- r r 'e isen,

dcr  detzu.  benütz t  v , 'e rden so l l ,  Aussagen über  l i r reare  rekur_rente

Fo lgen  a lgeb ra i sche r  Zah len  zv  e rha l ten .

F"Fz  2  ( l , i t . 1O,  517 ,  Sa t -z  ü )  :

Se i  I i  e in  a l -geb ra . i sche r  Zah lkä rne r1  r rn rJ  A1  , .  "  .  ?  As  e  W[X ]  a l l e

u-ng le ich i ' lu l l .

/ 3  l r . c . ,  i 3 ^  s c i e n  Z a h l e n  i n  K  u n g l e i c i r  i { u l l ,  s o d . a t i  l . / , 1 , *  f ü : :
I  r  ,  S  

- - - - ( - ; -  - ' - " * * t  
t  |  !  |

al- l .e - i* j  i<eine l i in i rei ts\ ,vu-rz,eL is; 'c.  Dann ha1, die i lunkt ion

^  
- l l

f' . // *___; i<-
t : . .  . /  L  \

y -  F . - - _ - - ; ,  i t - n ( y : ) , , i n t ' t o " " . *  Ä  ( r t  ' x
'  I  '  , l * ' l  - - s  ' . - l r ) , '  j - ' t  l j u ' r  c n d l  j - c h  v i e ; l  e  i { u - l  l . =

s i e l l e ; - i  L n  ; , ' l  .

-!Sg_grt.j:*l*:i I'ian kann ein rlulr \'/enj-ii slcil',,Jächeres i?esitl-tai,- a-l-s

iai :z ' )  ' ;L: iv i -al-  bewr: iscn, inclen rnan stat .b " /3,  / i3,  fü: :  a_i . l_e
t - 1 , )

l ,

i -*  j  i re j -nc I i  nhe j . i -s1,/u.r  z,el_" vora r l ,sset z i  ,  c iaß 1 , ,9.  / , r3,  I  f  1 für al- le
t i  J - i ' - J ,

i * i  (  |  !  , r i ? ^ + - - , . . - r r \
t - ; < )  \ i  j e  e  o  1 J t , L , - d i . 1 ,  

) c

Der - reLat i - r r  . l -an3;e  .Be i , rers  von Sai , -z  5  l ie fer 'u  jec lc tc i r  e ine

i ' iög l i  c i rke  j -  i , ,  c l i -e  r :nd- l  j -c i r  v ie len l l {u -L ls te1 l  en c ler  Funk i ion f

in i t  d er:  SL<ol ens ciren i" iet i rcd e z\7 i re: :e chnen ,  auch wei- tn f i j  r  e in
i . , t  , , 1  I

i -+ j  l /3 ; / /J : l  =  '1  g ; i rL .  Ich  vrer r l -e  d ,as  ansch l ie i lend-  a .n  e inen-  ; (  L  /  , 1 ,

t ie isp ieJ-  Lery jen.

l Jewe is  vo l t  i i a t z  5 :

Se j -  p  e ine  P - r i nzah l  r  scdaß  a l l  e  / 3 ,  p -ad i sche  E inhe i ten  i n
( r )

K^ s inci .
IJ



T ' \ - - *  1 - ^ fuann nar  J  ed 
"=  /J  j  

e i  ne Dars t  e l lung
2
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Nach  Sa tz  7  g ib t

Ko ef f izient en , cl
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Sei p eine Pr inz,  ahl  und zvtar so ;  daß a

he i t  in  K -  is t .  
" ' i j -e  

im Bev, te is  von Satz
p

l,I r, l .-. mit ,<li.= 1 mod F r i:. lso ,o 
lt i  - 1+pß,

Die Fuukb-ion , Z ^ ----rr K-: x i---* (*(- p  p
- 

/'r'über  t_ , ^  i n  c i j - e  g le i chmäß igkonve rgen te
v

entwi-c l<el  n.  Da ß r : -  OL o hat  ßm c 01 e ine Basisdarste l - lungp '  p
- L t t

Z_ b* ,  1,)n inir b, '  ,  € l t_^, wobei Ib,. . ,  * l . ,- ,  beschränl<t bleib b
j = , , l  

' - t U  ü  r r r t r j  v  r t r l t J  - L /

f ü r  a l l e  n  und  j .
n tr 'a'3 lL

Also is t  für  x€] :  ( - - . t ' ' ) *  = L pm( [  b, .  n ( ) ; )  ( : )  -
f f i = O  j = 1  

r r r t u  d  1 1 r

e i n e  n - A r J i s c h e  l l i n , -v ! r l v  
L -  

q u 4

r  - i ' ! - - r -  d-a.nn e- in)  6 r u u  s i )

n

il f u .
r-\
IJ

' ' r ) -ä "  r i iß t  s ich  somi t
t-''-? l./

Rei i re  =  (pß)" ' ( f i )
f r - {  i
lll - \-/
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mlt  p- l i ry  pmb- . ,=O.
t n - > w  l i i  t  d

\ - o /

r a - J  -  / . , ,  t . ' r  n l, 5 e l -  T  ( :  
{ U r . . . r L l l _ ' l f

l v i r  be t rachben  a l l e  x { -L  c ie r  Fo rn  x= l ' i x t+ r ,  x ' , e  Z  .

T r { * -  |

l+ f i r  Ax =  xr ts r+  . . .  l -  *^C)n se j -  r ( f i x '  -  * ,  1D1*  . . .  +x tnL)n

u - n d -  d r  =  ^ 1  
, r ( ' \ n . . .  

n t r r .  
r r ( , r n  

m i t  * i r * t i  u n d  * i r " € ( 8 , .

- i , rc.  rnr - . i -  .  rx = r( ln* l r*"  = * *  aj  , .x, i  e;CIn =r J . )  r w r f i u r  ( . , \  - ( . / \  ( - \  
a _ 4  ; _ a  * r *  u  J -  d

Q,
J

/'L {>o

= L ( U p
T = , T f f i
d -  |  t - I r -

v f

J

n i i t ; r  i  h . - ' f t .u  * r u r . .

J  ' .  T U

.)' l
j  = ' j  i =1

q J  

Y ar t -

rL

f -  i ' - .  .  ,  ü ) ,  =' G I  I  a r J r t r  1 1

i d e g e n  ( 6 )  i s t  * '  i
t

/ i -
r - -  , l -)  a .  v ,/,--- *i t-l -r i h
i - ' 1  - r - u  * ? u t ' *
J -  |

*' j  )0"i.

*o*, 
j ("; ) und- d-aher

)  . . - . -  p
ü = O

' r-
n

a a

a .  i  .-l -la 
/., 

-l -l 
n* r *  t ,  - - ! L r r , '

l l x  f  X t  )
" m r j \ r n  ' /

- - ' i C , r i . I  {  l ( r i '

Somi1, j -s 'c die Abbj- tcJun3;:  ä *-- t"  ü:  xf  ' -__'
tl , 1 4  h , t n ,

s i ; e  h  i , " '  f  o . n t s c ' u z b a r' J v v v 4 t )  4 v - L

' . )  
= - - .+ .  '  )  .  ra i

5 . . -  - n  , '  ! , \ \  n  
.  / \

Y L J

zv.T Abbi l r lu-ng:

..-.._----_--..ä
I J

s-
r n  - [ l
Il l - \-/

- -  |
l . l l  / l \  \  r

t l  n  I  I  1 1 7 1  / - )
\ ;  :  l J  ' ,  J  (a l  I \ . / -

f f i r 0  t  \  l n '

f .
r

= - - - - ' : ? :  x t  r - - +  F ( x 1  , o . . r x n )  s t e t l g  f o r t s e i r z b a . r  z ü T

A h h i l r l r r n , - r .  F  t  V ^ - - - z  6 ( ^ ,  X r  F - - - - - t  F (" f l r J r - / r r r _ e u r r f 5 .  . r .  & - r -  . p
L r l  r X l  r

r n , 1 P  \ , "  ) 7  . . .
" ' t  '  

" r

\}3

I c
f f i=O

üe
S- -^  ^T f t  rX  

t  
I  \

. . o ? . /  w ; n  
n P  \ l t  /  /

I T I = O  
1 ' I
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G i b t  e s  k e i n  
" . l o r . . .  

r i q - 1 )  ,  s o d - a ß  f "  d i e  b l u l l f u n k t i o n  i s t ,

d-ann hat j ed.e s f" nach Sat z + nur end-t i ch viel e lt iul l st ell en

und ,J -es l ' tegen auch f  :  Z  -+  A:x  r - - ->  F(x1 t "  '  rXn)  nur

end-l i  chr v i  e l  e i !  u l  l  st  e l l  en.

l i a t  a l so  f  unend . l i ch  v ie le  Nu l l s te l l en  i n  Z  r  so  muß es  e in

T 6  {o? .  .  .  ,1"1-1J Seben:  sod aß f "  d ie  i iu l t f  unkt ion j -s t  oder  dami t

g le ic i rbed-eutend-  f '  au f  r le r  l?estk lasse 
{xeZ;  

x  =  r  noc l  I '+  j -c len=

t i  s c i r  verscirv l inclet .
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I I .  6.  1 G} eichugrss,yst_em,-e_ jp drei  Unbekannten

I n  d i e s e i n  A b s c h n i t t  s t e l l e  i c h  z t v e i  S ä t z e  ü b e r  d i e  l h d l i c h k e i t

d e r  J - , ö s u n p - ' - o ' - - ^ r . r ' - r w i s s e r  G l e i  e . l u r n r r s s v s t e m e  a u f .\ - t t . y r  - L r \ - / ' r  u r l - t ) ü A l l  L  A . L f J -  i r U W l -  i ) ; ) t j I  \ T . L  t l I U l l t - t I I ö . ) D J

Sie  C ienen  dazu ,  be i  konk re ten  l l e i sp  j -e l  en  p rü f  en  zu  können  ,

ob r l ie  Ant ' rend t rng der  Sko l  enschen i {e thoCe z \ rT  Berechnung

d-er  l ,ösunEeI I  auch s in i ivo ] l  i s t  ( i in t l l i chke i i ;  der  L- ,c jsungsanzahl  , ) .

, i a t z  9  ( i . ' , j - i , . 2 0 , l l a t z  ' 1 ) :

i je i  (1 ,  i . ) .1 r  f  
' ,2)  , ' t i  - rasis eines .ku-bj-schen ZahJ.ki t r - 'pe.rs i ' i  n i i

negat jv -er  D iskr i r ; t i r - lan te ,  r , 'obe i  . . r1  ,  l )Z  r ' ; -Of t .

l je iel- t -  r . ' - , ,  und r- i ' - - ,  o ie be-L<l.en nic ir" i ;* i r lent ischen Isonornir" isnel ]
t / _

,  , t -  / : , -  . . . . - 1
von l ' '  j - r r  L  uncl -  f  c '  ; j  lXr- l  , '2 , ]  e- i  n  i lo f  l rnon,  d.es i ie l t  i töc l ts ter

horitoi. lei tcl t  i l le j  - l  i . i - i -rct- '  i i  n- 'r-  ci lb ctr,rr:ch clas i)clynon

i { ( . {+T , r ' ) l  r - ' 1 ' t , ' " )  t_  ( - t - rY ' - , r i - ' , 7 , i . ) r )  ( } .+ ru  .1Q^ : r )+ 'Z i :1 ( , . i ? )  )  ( ; {+Y ,  
zQ. : . . ,  ) - r . , ! , , ' ' . r ( . ' . : . . . ' )  )

-  
,  [ - - ,  1 r  , ,  I, /  lX r ' i  r 'Z l  l -e j_ i i : e r : :  i : ; t .

f  ann irai;  c1a s Gl- ei cl iungs syst- en

it ( X+Y,-i n 7-, (.\2) = 1
(7)

f  ( t {  , - {  ,z )  ,=  o

l lur  encl l ich v j -e le 1,ösLl r1ßer l  j -n  . l  .

J l e w e i - s :

i le r  f iaLz s taünt  von i lko l  ern  aus den Ja i r r  191 i .  Der  L lewe j -s

i s t  ve rhä l tn i s :nü l i i g  l angv r ie r i g  unC n i c i r t  kons t ruk t i v  ( i n r l i =

rek te  Sch l i i sse ) .  I i r  i s t  desha lb  fü r  c i i e  An r , rend .unß  n i chb  zL \

o 'e ' r \ t ' ' z t rn i ror1 .  Aus d . iese in  Grun.J  möchte  ich  mich auf  e j -ne Sk i  zzeL ) v  
v !  u u v r r v r

f r

0eSCr r Iä . I }Ke l i  l



42

r i c  c r i  h  { -  . ' i  r l  a_ lgebra isches  t  e  [ . ,  sod .aß  K  =  C{  ( t  )  (Sa tz  vom! r ; r  E ; J U U  U I

pr i i n i t j - ven  i : ; l e rnen t ) .  i { ac i r  ( f , i t  . 1BrKap .  2 )  i s t  d ie  D isk r i n inan te

vor l  K bis auf c j -nen qu.a.. j - r - 'a 'u isciren !-al<tor gleic i r  der l iskr j -ntante

o.es I ' i in ina lpo lynotns g  von t .  l las  kub ische Polynom g hat  a lso

e ine  ree - l -1e  und  z \ " , i oL  kcmp lexe  i { r - l l . l s te1 }en ,  soo -aß  K  e inen

reeJ- len unC r ,v te i -  kon j  ug j .e r t  ko inp lexö Isomorph j -s inen nac i r  L

bes i t z t .  i i ach  den  t l i r i ch le t sc i ren  E in i re i i ens  a tz  g ib i ;  es

scnr j-  b in K f{enel l  e ine i runoa.men-i ,a leinhei t  ä .  i / j - r  ne}rraen o. E. d.  A.

ä r r  o a ß  ä  u n d  d a m i t  € .  r e e l l  i s t .

Das  G . i -e i ch r , -ngssys tcm (7 )  f üh r ' t  a l so

[.+Y r;rl-'|,-.1 = ,i n

f ( x r Y r z )  =  o

', ,robei n ei-ne Unbesi i ,nlrrrte übe--: i -

i lac i r  i le i ; '2 ,  3  g i l i ;  :  l .s l  ob ig,e s  i+ l

v  j , c .Lc ;  ( r ,  y  , z  rno ) , - :  ) ,1 , ' 4  e r f i i l - l , t ' ,  so

z,a c ine;r i  . ;usr-e i l1

(,3 )

u-nenol - i -c i r

u-ric ei,n.
l t

\  ' - _ '  ' _ i -

Y 1  i  , : -t t , - _ /  -  { - -

;  . .' ? . L  ' i ( )  i ' \ - ' 1  r  s n r i r l l  r j , . . ' , : t  ; j v S ü e t i l
i  

t r t  .  .  .  
? . , - ,  

)  
t  

- * . \ 1 . i . - ^ . i . - r  \ L G r J ' . - ) J '

rr i t  11 :-. :  r '  i i ioi j  I '1 erfü,1.1- i ;  is 'ü.ö

Le  ' ,  z , : ; c l res  l<ann  Sko l - r : rn  j  ec ioc i r  i t u ,ssch l - ie IJen .

i i r :  ae i -g t  z ,unäc i rs  b  t r r - i ;  l i j - l  f  e  d "e r -  ' j ' a t sa .che  
o  daß  t ie r  höc i rs te

hoinoget-Le Tei l  von j l  i - inrJ i{  (),1+Y i, .)14-' i . ,  t- \)  rei l  erf lernd s. j-nd-, claß
L.

/ . [ ' r . ,  , r . J f  r  
- r

d-ie 1.lclee I .t -tt '-, V.). (, 
n --r - C,)

! f r 1 1  ! 4 .
( .  . ' '  r t g -  , , '  (  ;  ' ' , \  /  \ r. _ . I f ö  . . - -  / . . l l , r

(-, - r-.t"l \{ )

l l .ur end-l i -  cir  vi  el e 11ä uf üogs =

pu-nkt -e  (be z .  d  c r  [ ] ;e ; l rö ] in l ic i len  ' fopr : log ie  )  i re  s i  r , , '2 ,1J ,  we l t i t  c l ie

n^  e ine  be .L ieb ige  : i e - .= t k la r i r : e  c lu rc i r l au fen  r r ' r r l  ( - r  * \ r - r , ^ i 1  \ e? ; l i +, ^ o  v \ / - L ! v v 4 - \ /  ! r \ / r i v r L _ L L \ u . J U  \ 1  \ A ! V r l r q u . L v l I  t / . r L \ t  \ ^ r J  r u ) r r o . , /  
L -  d * -

Lösunge ] l  vo l t  (8 )  s - j -nc i .  i i a  C j -e  [ i runde in i re  i t  €  g r t iße r  a l s ;  1

rievr; i  l r  l  i ;  v.relr( i  en kann t\eht . i  n" 
i iegen O f i j r  n^*:7 * co. . ) - " ( t r r r r  r r 4 v r l  t r r s r r r r t  i \ v J ! w  r -  
i l L r [ j \ r i . L  V  I  

O

\ ' /egen t {  (ä  )  =  t , , \ ( t . )  c }  ( .1 )  =  1  g ;e} ren c i  ann tJ -1c- )no un, i -  u"z(g  ) t "

gegen  unend- l i ch .  Das  beCeu te t ,  da l l  d j_e  I ' o154e



d i e s e
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e n d l i c h  v i e l e n i {äufungspunkte besi tz t

.  /  T l r  \

lq \L- ' ' )  (

l r  ) ,
L I - ]  15 E\

I\ /

> - c o
1b  en

J n"_,
1iq (r*)
ftz cti-(e t.)

(  t3egründun6 :  f  st  €o i iäuf ungspu.nkt von

so  g ib t  es  e ine  unend . l i che  Te i lmenge  M*Zr *  sod .aß  €a  Grenz=

wer t  c le r  Te i l f o lge

f  . I Io l t  l r f lo \
l L ; - u 4 ( t  )
/ - ; - T -
I f"L fr (f '4\

' 2 \ "  / J ,..-- a

i s t .  Dann  i s t  4  abe r

r €:' * !rk:) )
+. / 6t"i .c/r4 . t

(  _ i - .  4  /ne/ /
,  qkd  )  q i r - ' ' i - '  ' r i i 2 *co

j *?,-tri- \. | :t- , ,/.' -i . r' -'( 
frut-1 *::iL' I ti'/;".;') 

' '/,f:'!,,,

/ \
u r ( J )

--.7-*r

ü; \t'- )

\ r n  n

r iäufungsl tunkt '  der i lo l i ie
- / 1  4-'*) --- r--''--t

l l " i  e Unrkel trung zei i3- i ;  rnan an_aIog.)

i , ' ;  ( , :  \  |
i . 'ei. len / t.#*4 i = '1 j- ie,gen al-.1-e l 'olßeng-r j-eCe-r auf clern kor.n1_,lei:ent  t :  ( r  /  /

r-irrhe j-'L-skr e i s . Diab e.i- rnu.[J 't (i'?
cil- l,r_ )

sogar  s i  ne i i inhe i ts r , ' , 'u_r  zeL se i  n ,

' la  s ich  son: ; t  d ie  r lo l -3 ;engt j -eder  d . ich i  a .u f  c tem t r in i re i tspre is

Yer:teil-en t"j l- ird etl i-: l  \ i iCer:s-pr:ucit zvr l lncll ichj<eit cle:: Itä.u-f ungs=

t . - -  , r - i 1 o ' 1  1
I :rJ-c /.- |
|  , ' i ( ' / ' : u )  /(  ' - .  /  /  / t ' 1

1  ' . o

pu-nx i ;e .

i rei  Le::  zei-gt  sko j -c i r ,  ca.ß als Einirei- tsr^/ur zeJ.n für

nur '  + /  -  ( ,  ,+/  - i  unC +/ - i  f  in i r rage ]<oinnnen, r , , ,obei
J . \

, -  /  . l

l -  -  l .
. )

Durch  Be t rach iung  d .e r  | i ö rpe r  ( , ? (ü l  ) ,  { }  ( u> r r0 i@l )  ra -Z@\ ) )  unc i

r1.r  (y )  und der Dislcr im:|r lante von , i? ( t ; l )  Selalgt  er zvr i rest=

s te l - l uns ,  d .aß  Q  (a r )  d ie  Ges ta l t  { t  (  
- nä )  

m i t  d ,e  Z  haben  muß,

\ ^ /o raus  s i ch  aus  de r  Dars te l l ung  von  *  i n  d . i ese rn  Körpe r  (  =K)

d e r  W i c e r s n r u c h  e r g i b t ,  C a ß  l { ( € )  =  a Z " J  =  1  m i t  c ,  e  ,  a l s o



d eine Kubikzahl ist  (  (ß,  Q,:  n) =K hat d-en GracJ. t )  .
I

Der  l e t z te  Sa tz  kann  noch  e twas  a l l t { eme ine r  f o rmu l i e r t  ro le rCen :

S a t  2 . ,  €  ( t i t  . 2 O ,  S a t  z  B  )  :

L l ie  Bedingungen se ien wie  in  Satz  9  unc l  O *  h  e  Z.

Dann hat cl-as Syst em

i{ (  X+Ya 4 +'Z r^t . , )  = h. t  t '

f ( x r Y r z )  =  o

r1r1r  ena l - ich  v ie le  genzzahLige Lösungen.  . ,

Bet.reis:  t r i r i r - '  führen cl ie Beirauptung auf ,Satz 9 zurück.

Irn / - l, ' \od.uL I"1 : = (l , i l1 , Qp) gibt es nur enol j- ch vi el e ni cirt =

asso r , i j - e rbe  ' l , a l rLe f t t x  n r i t  i ' { 0 (  )  =  h  ( s j -ehe  l - , i t . 1 rKap .  IT r$2 rSa .bz  , )

(  t '  ! , i  ;  i : t  r r l r ;a l  in ( ,K mit  l [  (  l , /  )= lorr / ; , i . i  = hi  ist  eni j . l ic i r ) .

,f ede '/,,a't-l_ ß i,, i'l rni b i{ (ß ) = h läß'r, sic jt cl ann sciir:ei jren a.-1- s p,* c4€ t

\,/o i e ine i i inire.i- i , in i ' i  is'b. Sei ...( - a+ j: et.tcQ2 uno_

{ .  =  r -1 . - t -v { . ) , . ,  - l -w( , - )?  n i - t  a r i t rc rürv ' r \ , / {  ä .

Dani i  fo l -g ; i ; :  IJ= i ; r ,L  =  (a+ i t , "1n" t ,2) (u+vr .  
1+wü^)  

=

= (a, . ,  u+:12v+ ar\ t  )+ ( i : , , , .  r i+-brv+brtr)r , t r+(c, , ,  ur-  e?vi .c . ,vr) tJZ 
=

=  x  - t -  y i . L l  +  7 'L )2  i  * i r b i r " j - r j  ; /  .

i ' lan er i räl .  i ;  nun al l  e Lösl1n6en vcn

l{ ( X+ 
-i 

csr+7-' r.2) = }r

i ( x r Y r 7 , )  =  O  ,

v /enn rnan fü l  je r ien l tepräsentanter rc t  r t { (c r )  =  h ,  d_as Syste in

l'l ( iJ.r-Vr,:r+\il r)r) = ,1

g ( u r v r l ' i )  =  o

rn i t  g (u rv r ' l i )  :=  f (ua ,1+var+ 'da , r rub1+-vbr+ ,obr ru "1+vcr+ , t l c1 )  (9 )

€F- f rs ,v , ' ,d  tös t .
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Di  e  Bedingung d .e  s  Sat  zes für  g

Se i  angenonrnen ,  c laß  d .e r  hö  chs te

i -e i lbar  is t  durch t { (U+Vln* , , , i02)  tt a '

i s t  e r f ü l 1 t :

i romogene Tei l -  gr von g

a l s o  g " ( U r V r \ , i )  =

i r l  ( lJ+Va)r+i, lu)r) .  T(U, V, ld) ,  r  e Z_[u ,y , \{ l  .

B '  n a c h  ( 9 )  g e n a u de : :  ] r ö  c i r s te

s " ( U r V r ' ' , i i )

i ' lan komnt

f " ( x rY  t ' ,Z )

l l i e  G le i chung  räß t  s i ch  sch re i ben  a l s  g r ( u r v rw )  =  ( 1o )

i 'T(u+vr,r  ,+ ' t l [Jr) .  h.  *  .  r (urvr 'vJ) = r 'T(u+va,r,  +war) is(a+b e1+cr.2)T(urvr 'y/)

n r i t  E"A [ t : , ' / r ]dJ .

Die l j -neare Abbi lc lung: I" i  - - -- ;"  l I :  € v_-at 
1u* 

v/egen o{ + O

in iek l . iv .  sodaß d j .e  zusehör ige r " la t r i -x  ( t : t : f r ;J  tn"e_r t ierbarv r ! v 4 r ,  , J v s u _ r '  L r r - ( ,  - u r ö u i r ( J r r 6 .  

I r ,  c r - Z /

äbe:: , ! l  uncl somit cl i  e Abbild-ung & IU ,V ,\Ü *- j

U 'r*l

V -

ti

enL-snr ich-L- c lein h .ö  chs  t  en  hor logeneT]

h o m o g e n e  T e i I  f "

( :  ( ;1  ( t ,  ( !  )

f  ( - {  v  , z \
t l l \ t \ ] J - 7 u / €f " (U '1+-Va,+ \ t {a . , ' t jb1+Vb,+ 'V1b5,U"1+Vc,+ \ i l c1)

=  B " ( u r v r l ' J )

s " ( ) { a '  , + y a '  , + z a ,  S r t b  
' , 1 + y b  ,  

, _ r z b '  1 r x "  
' , 1 + y c  ,  

z * , 2 " ,  5 )
mi t  ( t  O)  ,u  c le rn  v / iderspruch:

= t { (x+y , \ *zaz_)  T ,  (x  ,y  ,z )  ,  T '  e  d? ix  ,y  ,z f  .

e tu, v, i^{i
a, U+ arV-r a-\,1

b, U+br',I+b 
r';i

c.., U+ c ,-., \/-i- c - tui
t . 2

c i - n  : i i i r i r i  s : o n i

( i'?", \ - ,'s I
\  : l .  ;  

-  
i  i  i

i ' ' ' ,  i  \  o  j
l n  i  i  g , /,  t t r r ,  

\  ,

l. e i-l- E-r vct]
"l:

i7- rr?1 f'
v  v  L l  l -  a

i a

l ^
1 R '  d r  d . -  I

I  D .  D ,  t ) r  :
i ' !
, n  n  n
\  \ 2 1  V a  V 2  /
I r

or- 'phisnrJ r- i  ist

\ - -
) .  De r; l rat i>

\
, o l  o l  . - f  t
, o ,  

c 1 . '  c l - l  !
i i - l  1 - l  t ^ t  !.  -  
i  U ;  U . ,  l ) t  I
l ,  r . ' l  . . 1  ^ t  /
\  y . ,  \ J . /  W 1  /,  r  . -  _ /
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I f  .6.2 Ze:,1_egbgre. .Fgrmen in zwei- lnbes!- ipI i t9n

D e r  f  o l  s e l d - e  S a t z  i s t  e i n  S n e  z t a L f  a l l  d e s  T n u e s c h e n  S a b  z . , e s  tu v +

daß j  ede i l red-uzibte tr 'orm von Grat l  >/  7) nul t  endl ic i r  v iele

T , i r sunp - ' en  i n  Z  bes  i t z ,T .  fm  Gegen  sa tz  zu  c len  i l e i t e i sen  d .es

- : r  I , - - ^ r n ö - i  : r  r : i 1  ; j i i . t  2 . e , 5  l i e f ' C f t  j  e d O C l f  C e f  h i e f  W i e O e f ß e g e b e f t ec r  l -  I  i 3 t - ' r t t " g  I  r r  ( t

Bevre i  s  in  Verb inCuni l  mi t  Sat  z  B e ine l ' ie thod.e  ,  in  kcnkre ü

m ^ e n l ^ ' r a r r  l l ä - l  l e 1  d - i e  e n c j - l i c h  v j - e l e n  1 - , ö S u n f l e l l  t a ü $ ä C i r l i C [
6 U ä r U  i J ( t r r Y r r

zu  ' oe rechner t .

Sa t , z  1 ,1  (L i - t  . 2O r i i a t z  c ) ) :

- . *  r - =  - . - l; j e i  F  , - - . {1U  rY l  e in  i r onoge i }es  l c - l , ynom.

.+ (Ur1 )  se j -  i r r ec luz ibe l  i i l ; e . , :  ( l r . l a r j egen  red .u .z ib ,e t  j - n  e i r i e i ; t

l ,ub:i-s citcn '1,?^'t1i-i<örpetl 'r{, :nit }1e;;&'üivei: D j, s:ki: j- irt j-nanle. f alrn

I  ie : ,en au i .  den eber len i ' iuL : - ren 3( i ; rV)  =  m. .  O1a €, , / - ,  nu l l  en i . -L i -cn

v - i , e Ie  l ' ] un r t c .  ( r , r )  : n  7 . i t - .

iJe lve i  s  :

, r  r  ; - t  .  i . , /  . l i / i  ) l
i j r : i  l { =  { ! , ( . i ' j  i - r n , i  , 1 " , t . " '  i f i c  h o n j u g i e r " ; e n  v o n  t J ' .

i l a n n  z e l f ä l l . L  ! ' ( l i , 1 )  ü b e r  i / r  i - n  d r : e i  l i o n j i ; . g i e r t e  ' " a k t o r e n

l i ( u , ' l ?  i ) ' ) €  T i t t i I u l  ,

F(u , ' i  ,""i ' t  ) t i ;  I  l" i  ivL unci

F (u ,1  , ' i ' " ) t -  ; - i t f ' - . "Ü - l  o
i '  a  - - / , Y  r ; \; o r , r i - b  t ä ß i ,  s i c h  F ( U , v 7  s c i r r e r i t e n  a l s  I ' ( U r V ) = i \ ( F ( U r V r l ' ) )  ! =

f  ( U  r Y  r ' i ) 1  ) i r ( i i r V r 1 ' , ' ) f  ( U r V  r , , i ' " ) ,  r , ; o b e i  F ( U r Y r . t i r  )  i r o m o g e n  i 1

U  u n d  V  i s t .  i r ( U r v r . i t )  i i a t  i n  r l - e r  B a s i s  ( 1  , " i ' r f ' )  A i e

+ - ^ - t  l -  + ' /t ' e s u a r u  r l U r V )  +  g ( U r V ) ' , i t  +  h ( U r V ) i i r 2  ,  ( 1 1 )

i , , robe i  f r i3 rh  r j  i . iVrV]  hon iogen unc i -  a l l -e  vom g le ichen Grad-

s incl I
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Nun i s t  d ie  G le i chung  F (UrV)  =  a  äc lu i va len t  zun  G le i chungs=

s y s t e m  l { ( X + Y r i t + Z ' f 2 )  =  a
( 1 2 )

X  =  f  ( U r V ) ,  y  =  g ( U r V ) ,  7 _ ,  =  h ( U r V ) ,

w o b e i  X ) Y  r Z  U n b e s t i n m t e  ü l ; e r  I  s i n c 1 .

i {ach ( I , i t  . '17 ,  Satz  56)  g i i - t ,  daß k+1 Po} ; rnome in  k  Var iab len

über  e ine rn  Körpe r  K  s te t s  a lgeb ra i sch  a t ;häng ig  s ind  (übe r

o i e s e f r  l { ö L : p e r ) .  A l - s o  g i b t  e s  e i n  P o l y n c n  G  e  Q  i X r y  , Z l  ,  G l O ,

s o d a ß  G ( f  r g r r ) = O  j - n  U  u n r 1  V .

Es  g r t t  nun :  l as  G le i chungssys tem (12 )  i r a t  nu r  end l i ch  v ie le

T . Ä c . , , r . 1 , ; ' . \ ) . l  j . n  
7 > , l e 1 a U  C j - a n n ,  W C l f n  d - a S  ; j y S t e mu L , -  L , t I 1 , . ) ( t t r  - l .

I,{ (X+Yz' -F7, i,r 'Z) = a
( 11 )

G ( X r Y r ' , Z )  =  O

i r u . r  e n d l - i - c i r  v j - e l e  L ö s l i n ( . ; e n  i n  7 i  b t : s L t z , t .

j i i n e j r s e j - i ; : :  j . s i ,  n . ä i : r l i c i r  C . - i - e  A b b i l C r i n g  ( * o y r z r u r v )  ? - * a .  ( * r y r r )

d .e  n  i ' 1en6 ie  de i '  l ' , ösu .n i i cn  vc t i .  ( ' 12 )  au f  d . ie  Lösun6su len f le  von

( 1  t )  s u - r ' j e k i ; i v "  i i n o - e r e r s e i - t s  g i b t  e s  z o  e i n e r  I - , ö s u n ü  ( x r y r z ) e

7

, l l  )  v o n  ( ' 1 ' r )  n u : :  e n c j - l - i c n  v i c l e  u r v  <  , t , 1  ,  s o d . a ß  ( * r y r z , r u r v )

e j -ne  i , ösunF j  von  (12 )  j - s i .  (X )

Der  t l i ' unc l  " f ü r  I e i ; z , , -e t ' es  L ie ;3 t ,  da r in ,  c i aß  f r r l  und  h : :e l -a i i v

. ' r - - i  , r i  r r rai  r ta i tc c i :  s; ind-.  j , ter ln tvä::e de rn nich- ' ;  so r  so ]r l i t teny 4 , L l r r  
j J \ - ( v . L i .

al  so l l  ,  S unr- l -  ] i  e inen i Ie i le  j -nr rarTtcn ?et- i - -L  er ,  Cer :  ke j -ne / icnstan=

te is 'L-  ur id .  au l lerc ler t  r ' /e i jen der :  i io iäo i4eni rä- i ;  von f  ,  ß u-r i i l  i r

a u c i r  h o n c ß c r l  s e i n , n ü ß t e .  l J a r a u " . ;  l , r ü r : d e  a b e r  \ , / e t ) e n  ( 1 1 )  f o l g e n ,

C a ß  r ' ( U , \ I )  : :  i { i r ( U r V  r t i ' )  e i n e n  i r o n o f 3 e n e n  l l ' e i l e r  v o i l t  G r a ' l  ; ;  1

hät l ;e  r  scr laß ; i (U r  l  )  r :ec luz ibel  uLr . ie  r  G v, ,äre j - rn  i i id-erspruc i r  zuT

V o r a u s s e t z , L l n g .

l i s  s i n d  a l s c  o . l i . C . A .  _ f  u n C  g  t e i l e r f r e n d - .  i . { a c h  ( L i t . 9 ,

i l a p . r \ r , S 0 )  g i b c  e s  d - a n n  z w e i  " r - ) o l i m o r : l e  L . 1 r p z *  l i i [ u r u |  u n d .



l+B

o + Q e |RfvJ, sodaß P1 f+F2g = Q.

JeCe  gene insa r , l e  Lösung  (u rv )  e  Z t  von  f=OrS=O e rg ib t  r l a=

mi i  e ine  Lösung  v  von  Q=O.

Ana rcg ; ; i b t  es  r ' , ' ,  r ' Z ' e  t 9 [ s ru ]  und -  o  +  Q '6U i l l l  ,  sodaß

p  r r rp  r . -  =  (? t .  I l a  a  unC ( l - t  nu r r  enc l l i ch  v ie le  l { u l l s te l l en' 1  t - ' 2  ö

haben ,  ha t  auch  das  Sys iem f=Or8=O nu r  end l - j - ch  v ie le  Lösun=

.  - . . 2  ! r  ,  1 - - ^  r r ^ - - ^ - ^ - ^ igel r  Lr1  z- .  \ . iegen c ler  l {omogeni tä t  von f  und g  S i l t  d ies  auch

f u r  , j e d e s  G t e i c i r u n g s s y s t e m  f = X r S = t s  r n i t  X r Y €  Z ,  w o m i ' u  d i e

i3ehaup tung  ( x )  bew iesen  wäre .  " ,

J ian i . i ;  nun (11)  nur :  end- l ich  v ie le  Lösungen hat ,  dar f  der

höchs te  hcnogene  ' I e i l  von  G  nach  Sa tz  1O n i ch i -  d -u . r ch

l r l (X+Y- j+7 - , ' l  2 )  u * : i l . ba r  se in .  G  i - s t  abe r  se - l -bs t  i r o rnogenr  so=

cia.J3 tna.r t ,  wenn not lendig,  G so o- i 'b r l - i - t rcn eine l?ot errz von

l i  (1 ,+Y- , )  +r , , " " ) '2 )  , l i v i  c l  j -e r t  ,  b is  e in  Po lynon G1(XrY 1 'L ' )  übr ig_

b le i j : t ,  d .as  n icht  ne i t r  d -urch I ' i ( ) (+Y , : '  a ' / ' ' . ; t  
2 )  te i tbar  j .s t .

D i e  l i u L - l s ' ; e . ' l - l - e n  ( * ( C r O , O ) )  v o n  G  u n d  G 1  s i n d  d i e s e l b e i t .

' l , ,oT i ic i isc i r re j - teno i rab a- l -so  ( ' i t ) ,  C.araus (12)  unc i  c j -eswegen

! . ' ( U , f ) = a  1 1 u 1 '  e n d l - i - c h  v i e l e  L i ; s u n g e n .



tse i  soi  e l  e

1 )

i , 1 i t  Sa tz  11  l assen  s i ch  a l l e  i r red .uz ib len  kub ischeu  Fo rmen

mi t  negat iver  D j -s lc r i rn inante  behand-e ln  !  (  zaT Def  j -n i t ion

d e r  D i s k r i r i i n a n c e  s i e h e  I I I . 2 )

D iese  ze r fa l l - en  nän l - i c i r  i n  kub i schen  Körpe r  d t ,0J ' ) r i ?  e ine

i {u l ls te l le  c ier  Form,  und d . ie  D iskr i rn inante  von (a  G})  is t

b i s  au f  e inep  quad . ra t i scnen  ! ' ak t c r  ß1e j  ch  de r  D isk r i n inan te

d - e r  l c u b i s c h e n  F o r ' n  ( s i e h e  - t i t . 1 8 r ü a p . 2 ) .  ' Y

j js sei  hj-e . r ,  eru, ,äh.nt ,  c laß B. Delau] lay (1922) und- T. i {agel l  (192t5)

unabhäügi ,g  vc i te inanr ier  bewiesen,  i i - : rß  i r : , reduz ib le  i<ub isc l ie

t . tc lnen mi - i , -  f r :eaau e i r icL :  ree.L ien iTu l ls te- l - le  (c r rc ; r  äqu iva lent

o  azu. :  negaüive: :  i l j -skr i rn- i  narn ' te)  höc i rs  i ;e i ls  ,  Lösunßen i r i -  ; j : -? -

i - . r , : s i t : ' , en .  ; i i e  ben i i t z te r r  j ec l cc i r  n i c i r l ,  d i . e  p -ad i sc i : -e  i ' l e i i i oc ie

i n  i h r c t r  r ; e v i e i s ; e n .

j rä-r- .  r - ia. ; ;  i lotgencle ; lc; i - r ;p iel  i :enüt 2,1 'e ic i r  e ine Tl i lbel  - l -e von-

i lundanenta le i -n i te iLen r : i -ner  Anza i r l  k , - ib isc iLer  i { i i rper  mi ' r ;  11eg&-

b iver  D j -s l<r : i rn ina.n t ,e  ,  c1-Le j -n  e- i -ner  Arbe i - t  von I l l . i )onst ,  l ' .u ie i l - : r

r - ind.  l i . 'Zassennal r .s  19t32 eusc i i ien  ( ' tOn i l f f  ec t j - ' re  0c i t icu t : l i ; ion

o" f  ; i 'u -111 ia i ren La l  L l l i i ; s ;  I  , I l  
' '  

,  i " l i i t i r .  Ootnp .  tB ,  nunbei :  1 r '1 ,  Jan.198t l  )  :

e  - 1 i 9 ,

F  i  ^ ] -I  J - b t / .

(  1 4 )

chvrer t ig

Gege i ten  i s t  i as  r - l en  i i ö rper :  i t  r j -e f in ie reude  Po lynom

/ r 2
f  =  X2  +  +X '+  5X  +  l  t n i t  d -e r  ne l l a t i ven  L l i sk r im inan t

a l s o  K  : -  { i i  ( i t ) ,  v i o b e i  f  
e i u e  l e e l - L e  l { u l l . s b c l l e  v o n

l i - i - r :  rvol- ier i  a l1 ie l  ßanr,zahLj-gen I . ,ösul lgen d-er Gleichung
- 7 / 1 ^ - 7

L - ' + t l X ' Y + 6 X Y - + ' { t = 1

r n i - t  C e r  i i k o l e m s c i i e u  l u l e t h o C e  b e r e c h t i e n .

i  i s t  e i n e  F u n u a t r e n j ; a l e i n h e i t  i n  K ,  s o d a l S  ( 1 + )  g l e i
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i s t  m i t  t { (X-  _ f  Y)  =  1  oder  X-  
S t  

=  + / -  
! "  ?  n  Unbest i rnn te

über Z- .  L-s g i l t :  4 ' /+ is t  d. ie k le inste natür l iche '1- ,s .1\L n i t
LLU. )

_f 
'  '  : :  1+251 , , l  =, -7-i9_f -B.f -  mod. 21.

-  _ l' i 1 . . . r 4 ) l  
.

J

und T =1

untersuch. t

i + e r d e n  n ü s s e n  ( C o m p u t e r h i _ l f e ) .

i i j - r  entwicke ln  z .unäc i rs t  ,4 i ln '  i , , .  e ine g le ichrnäßig  kon.vergente

Z j - a . d i s c h e  r n t e r p c l a t i o ; r : e i n e  :  ? 4 1 n t  -  f  Z a k s  k ( l '  
)  =

J EC 
'L rt

- V -  v  )  1 -  - l
T_ 2t^ (-7-19 i ,  -g i  

' *24,t i t  \ rx 1Ir  \  (nt /*  7,?l)  u_nd. ord.ne'  C. iese
l . . - - ( )  J  - )  

" - '  [  
'  t ] i  ' /  \ ' L !  t ! ' L J

r ! - \ r  
,  , - i  o r  , i " * ;  .  21 .  , , /+4Tr t  -  l ;  ' ' - t -  /  r r \  2  

* l
R e j - i ; e  n a c r r  c r e r : l a s i - s  ( 1  , f  , J - , ' / .  f  

* 1 1 + Z t ( - Z ) n ' + 2 5 t . . . J

r \  /  A  /  2 \  , '  ti - ) a  ( ' i  ,  :  t ' - )  a u c i t  e i i t e  , . , . 2 . 7 . , - l l a s i s  v o n

S 2  o  s o r ,  1 ;  ,  f  c r -  i . , i ;

i , ' i i r  se i ze f t  n= t l -4n r+ r  (n '  l j nbes i , - . übe r  7 )  m i t  r  6 /o ,

r l - i  e  Kn rnnonen te  von  ,1+ / l n r+ r  i n  ?2  i s t  nu r  f ü r  r=Oz L v  a r v r r r ] / v l i  

. J  

r l l  

)

l r onc r ranon t  O  r , lOC 21  ,  soc j -aß  n i1 r  d iese  be id_en  t rä l l e

2 1 ( - B ) n ' + a t ; ? . . "  : :  o  c , J e . i :

i,v ir s u-c lt en a.l s o Ci e N'ul_ I s L- el l-

n i i ' b  f ^ : : 6 X .  D a  E  e i _ n e  2 1 7 ; * a C i ,o

Satz I a.n\^. 'en(ien unrl_ erl tal i ;  en .

e ine I ' iu l - l -s i , -e .L l .e  l ia t .  i : l i l te  s ;o l

En tv r i  cke l - t  n r i l n  ana l  c ; : , r t l  
i l - r t '  -11

. r )  
i

l r t  E'  '  +2. j2 .  .  . . -  I  + f l  iz i  . .11n,
,rre c1e svregen ilu-IJ i{ei- u e}t : 11-rt

D i  ese Rei i ie  hau wie  ' ' ro r i r in  au

v i i i :  e r i ra l ten a lsc  ins{Jesatn t

wor raus  s i_ch  d r i r ch  i {oe f  f l i z_ ien i ;

O
t>.?

' ' \  
- \ - J -  a  / r r \= 

i_  -  /2  i .  j  ( ^ , )
: -  

- / {  J
I = V

s-i ;  -  to-öitn {äl-r.  ivir .*  
"  )  

i L v ! r r r \ / r l

n s  r i r a t i ( f o ) ,  d _ . h .

n h

! ' ' ) * l Z
!  2 1  1 ' 7 . t ' t  |  + 2 4 '  i  Q

i  
. - - / a  |  

/ r ! L  I  L J t  a  a  a  I  i

I . -  J J

j ) , n  I  r 2 . (
v r r  I  t _ - _ / a  a  a

e i t  r i e r  i l e i i r

s che . i i inhei"

daß  F  hö  ch

c h e  i s t  n  =
o

r \  ^  ^ - - - - i  - , -  '

r  so  c rß l_  D1;
' t

, ' ) ) : , ( -  I  O- r ( - - /  
e  t  t  I  I

J

I  t ) 7 - ,
I  L _ J  a  a  a

cir  nur ] t  -O
r\.

X -  ? = {  =  + / -
J

o? ' l  l ro -nr ;n l  o  - i  n  h
v ^ f  '  v *  i - ) -  v +  v  j f

=

a l;1

u l _

.l -;- 
a

^ i

+

. r - l  -  l - ; i ^
c - 1 r D  l r ( J ö L t l 1 ü

^ o  , t  . -

" t  

t  * / -  \ '
. J J

r l i  o  c i n , z i r >u  L i )

a

/1
I

t

en i te i  c len

a - n  o  n  ö - h l  - i  -8a I ) .2  La i rL l .gen  i - ,ösunger l  (1 - .  O)  u t rd  (O 
"  

1  )  von  (1+)  u "geben .

Für '  t ' , ' e i i -e r :e  l l e - i - s l l i e le  d ieser  i ' \ r t  ve rv {e ise  i ch ,  au f  c ien  i tnhano ,
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Ich  i rabe d-or t  mi t  l i i l fe  de: :  erwähnten I 'abe l le  von Fundanenta l=

e inhe i r , 'en  z , i : .h l re j -che Gle icnungen rn i t  d -erse l i len  I ' te t i ioo-e  und

unter  Benü t r ,ung e ines Compu- i ;ers  p je lös t .  i l s  \ , Ia r  so  n ich i ;

sch r^ r i  r . r - i  : "  r e la t i v  sc i i ne l t  c i ne  ' r güns t iße "  P r i - rnzah l  za  f i nden .v v i r f v r v ! * t l t

l l . l le laLrnay unc l  T . l ' {age} I  bevr j -esen 192?-  l>zw .  1928

voneinand.er ,  r iaß f r i r  e iue i r re , luz , ib le  kub ische

n i i t  nega t j - ve r  D isk r im inan ie  d ie  G l -e i - chung  f=1  h

5  ga .n  zza ) : l - i gc  r t j s l r l t { j en  bes  L tz ' ; .  S i c  benü  ; z te t t  i

c l j -e  Sko len lsc i te  i 'Tet i tcc le  in  ih ren ,Be i , , re isen (L j -b .

/ / l

l i j - n  a l lße i i i e i  ne  i res  Be isp i -e i -  ku  b isc i re r :  i . ' o rnen  mi t  n "LaaL ive r
.1

i ) j - s l< r in in .an te  i su  c l  i -e  t ] ,1 -eJ -c i run i , ,  
-4 )  

d - {2  =  1 i  i . , o t , ' e i  de . : i

k t i b i k f r e j -  i s i ; "  r . i i c  h i : ü  a i i f J e r  ( 1  , C )  i L i j c h s t e n s ;  e j - n e  t i e i t e r e

'  -  ' )  
, l e rvc i  s  i  s i ;  e1 ; r i l r s  l : r  s ; ' L , i i -uz i ;i - , ö s u . n 3  i n  . / ' - "  f c r  l l e t v e i s  i s i ,  e t t ' ' ; i L s  l a n ; : ; i ; l - c : : j 3 ,

s i c i . i  a l , . c r  i rn  F r - ' j -n i i i i . t  e .u f -  c i i -ese lbcn  . J -d  ceu ,  , . i  j -e  eben .  c l  e rnons t r ie r i ;

\ . , ,u . r . le i l .  i : : lau 
^ , '1  , j - !5  -  1  c ine n i -c i t t t r i  v i i l le  - i rösLi l l t i l  ( t ry)  c  , / - - '

u ,nd is i ;  f .  e : i -ne Gr i , rnr i i : . i -n i re i -  i ;  \ ror r  f?  ( : ia i )  rn i  t  Cr : : :  i io : :n  '1  
,  so

')
=  , t  o r j c r :  [ - -  .  ,U j -ese [ i  f r .enüue ] le  j l esu - i - ta . t  uu . l l t 1e

1925  von ' j ' . " i ' i a l i , ; e l -L  eben i la l - l - s  rn i i ;  ä r l r - l e :uen  l ' ' 1e i ;no i j -en  e^ -Ls  d i -e

; j l<o l  ens  c l t  e  i l e - f  un t j  e  r :  ( l , i  t  . 10 ,  520  )  .

unabl:ängi g

Form t r. 7- [x rr/

ö  c h s t e n s

eCo ch.  n i  ch t

1 O  o  s l  g  )  .

I ' 1 i 1 ;  l i i l f e  d -e r  - l e t z , t en

T i f  f t  v )  ! =  U 6  +  ^ , O U 1 V 1
r  \ u ,  

v  / /

ange[,eben \.,, 'ur', j-e : tr( i]

. 
'-// 

t .-

i n  ä / ,  1 e i c i r L  p r ü f e n

; i r i i ; ze  1öscn vr i r  je 'üz , t  c l ie  G- l -e ic i rung
('-

2 V "  =  1 )  d i e  v c n  l i k o l e i n  i n  ( L i t . 2 O )

,  \  -  n \

, 1  )  j s t  i ; : i : e c i u z i ] : e l  ü b e r  t i r ,  i ' , r i e  i r a n
1



\ 2

(u2- f * "I2u) (u2- 'rl" n"i '2v) (u2- f "*',, '"ZtJ) , wobei "l ' , =4[7,
: i------7:-

I ' r l  " i '  
r?^ i l ' /  n / /  . i l  { : . j . t' t  f  =  

b  +  i  + ,  " ) 1  : =  h  i  *  ( g { ( i ' )  i r a r  e i n e

negat ive  Diskr i in j -nante)  .  l j s  fo lg t  :  F( -ü ,  V)= j {  (u2-v2, { t  +uv}  21

'q (UrV)  =  1  ' , r i - r rL  a . l so  g le i chwer t i g  m i t

l{ ( X+Y 'i' +Z 'i' ' 2) = 1
(1r)

x = u2,  y = -v2) z = ui /

Di e Folynone ü'2 ,  - ' ' /2 und UV sind. algebrai  s ch abhängig v€r=

möse  c le r  Re la - i ; i on  G  =  ' { ' t +ZZ  €  ? - l x r - { r t f  (C (U2  r -YZrUV)  =  O) .

l i i r  lösen a l -so zunä.chst -  das Systenr

i i ( x - r Y . / ' + ' L | 2 7  =  1  
( 1 6 )

,{Y j- '22 = C

i : i  (1 , i ' )  ha i ;  c l j -e  ] l l ln r lanen.ba, - l  e . inhe i t  f  :=" ) ' - ' l  mi t  i { (d)=1

(  s  j .ehe L i i  "?-+)  .  i i cmi  i ;  r . i j -L : r i  ias  Gle ichun i i ;ssys ben (16 )  z ,u

X+:l .,i' +'L, ,)- ?- ;: t 
n

, \ ' l - l -  7 t Z  : :  O  
( ' / )

l , / i r  l r a . b e n  . t - i  : :  ( t l t 4 5 1  : :  1 + i - : t * i i r ? ' : , -  1 n i o d .  : )  u ' r l -  s e t , l , e r r

f ü : :  n ^ l r : t + l t ,  O ' { r ' , i J t t t ' n ' , =  X , + y , . t ) '  + - ' I - , , y r 2 ;  l - ' o = 1  ,  ; t ' 1  . =  - 1 + , - i , ,

1 - ' 2 ' =  1 * z i l '  4 1 , ) : 2 .  D u r c i r  l ( c e f f i - z , i e n i e n v e r E l e i c h  i . n  S - n =  € 1 n ' €  
l l

b ekornrnt rnan f Lir ,u=() : X=l{ '  r I=y t 
r 

,/.,=T-, I

T=1 :  X_ -Xt +22,t  ,  y_ ==X t  *y |  
,  

,Zr=-{  |  _,7t

T=2 :  ) i =X '  +  2Y  t  -+ ,1_ ,1  ,  y - -  _zx t  +y  |  + ,ZZ , , t  ,  
,Z=X t  _Z - {  |  +Z , r t  .

Aus XY+ZZ r.rircl a-l- s o f .ui r

t - = o .  
- { t Y l r  

' )
r - v .  r \  L  , Z t -  - :  G u ( ä r r y ' r r Z r )

T = 1 :  - x  t 2 + Y ' 2 t ' z - , ' 2 t - z x t ' I ' t  + x t ' { t  - + ' { t  z t  - :  G r  ( x ,  r y  
t  

r ' 2 , ,  )

T = Z :  - X  , 2 + 6 y , 2 - , l r r ?  - 7 1 , t  I t  + 1 Z X t  Z - , t  * + y t  Z t  , =  :  G a  ( X ,  ,  y  ,  
, 7 , ,  )

\ d j - r  1ösen  j e i z l ;  C i_e  c i re i  o . ys te rne

1 )  x t + T t " - i + , 2 , , ü ' 2  =  ( t 1 1 n '

G o ( X t o Y " Z '  )  =  o



5 t -

2 )  x '  + Y  ' q f  + z '  ü '  2  =  ( L 1 ) n '

G r ( X t r Y " Z ' )  =  O

1 )  x t  + Y  ' t )  + z '  ' 1 2  =  @ 1 7 n '

G Z ( X t r Y ' r 7 ' ' )  =  O

( t - j ) n '  =  (1+ j ( J  - . ; z )  ) * '  =  * ,  t L  ( r j '  * f 2 l t  c l '  >
i = O

= h*12 ( -4  )  (ä '  )  *11  ( -2 )  (2 '  ) * i4  .  .  . - /

+ .  I  t " '  +12 .2(2 '  ) . r r r1 ( -O q '  )  *  tu  .  .  . '_ j  ^ , r

+ [ ' - l n '+ i2 (ä '  )  * t ' 4 .2 ( \ '  ) *15  .  .  . J  1 i7 '  .  "

K o e f f i z i e n t e n v e r g l e i c n  e r ; ; i b t  s o m i t  :

x ,  =  1 n j 2  ( - 4 )  ( ä '  ) * t 5  ( - r )  
G '  ) * .  .  .

Y  |  =  l n ,  + t 2  . ? . ( ä '  )  *  ) j  ( - z )  q '  ; r - .  .  .

z ,  =  - j n '  + .  j 2  ( 3 '  )  n - j ' t  . z ( \ '  ; * .  .  .

, , r i r r s e t z , e n .  i n  G o ( X t r f  ' r ' Z '  
) = O  e T Z e u . g t  t l i e  l t e i h e

i n ,  + i ?  ( n , ? -  r ? - ( 2 '  )  ) *  r r i  ( - , r ) n ,  ( ä '  ) * .  o  "  : :  o ,  i i e  n a c h  s a b z  1

hö c l rs f -  ens e i i te  L- ,ösLlnß i l -or l  2 , , , !a . r  t ro  t  =O be s i tz t  .

A r r a l o g  e r h ä 1 t  r r i a n  f ü r  G 1  ( X '  ,  y ,  , 2 ,  )  = O  e i n e  l ? e i h e ,  d . i e  j < c r i =

gr l r .en 'u-  1 nod 1 i  s t  ,  a l  s  o ke ine r_,ö suni l  haben ka.nn.

I ) a s  ( ] l e i c h e  g i i l ;  f ü r :  G , l ( X ' ,  { t  , Z - , ' ) = O .

T n q ( r o q n m i -r . r ' r r l u ö ( 1 , 1 r v  e l g i b i ,  s j - c i r  a l s o  f ü r  ( ' i ' l )  c l - i e  e i n z i - g e  L ö s u n ß  [ o = O .

So i r i i t  i s i , '  i n  (1 i )  X=1  ,Y - -7 . t==O t  \ , i o i ' au .s  s i ch  fü r  F ( i j ,  V )  =1  C ie

e in  r , i gen  iösungen  g_1 , ! |_  e r ,ßeben .
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i1'' ir N

I I I . 1 äin Hggpi;satz vgn- S4-olem lilgr.-p=r.ci:!sche ,&rihen in

zvr eL Unb e st imnt en

Urn auc i r  d- iophant isc i re  Gte i t : l iungen 1ösen zv  können,  d ie  mi t
, t

FI i l f  e  c ler  Einhei t  ent l ie  or i  e  a l -  geb: :a j -  s  cher  l lah lkörp er  auf

Exponer r t i a lg le i chungen  n i t  z r , i e , . i  unbes i ; i rnn l ,e t r  Exponen ten

zurückge füh i : i  v ;e rden  können ,  be lu ies  , ' i ko l  en t  e inen  zu  Sa tz  1

ana l -ogen  Sa ,bz  ü i :e r  G te  i chungs i i ys tene  j - t r  p -a r l  i sc i ren  Re ihen

ni 'L-  zyte i  Va: : i  ab l  en.  i ] l : ;  geni  nau. i r t ,säc i l f  i  c i r  o- ; : lu- t r  r  äu-sre i  =

chencie uncl  I  e i  c i r t  über . 'p i :ü f  bere Bei l in .g l r .ngen i j  a f l i r  7-a f  inCeir - ,

daß  e j -n  s ;o l - c i res  i j ; r r s te rn  in  c inc  r  i i ev ; i sseL t  i ' i e  j - s ;e  z t \  e i t l e i r t

G le ic r1 i : .ngssys te tn  i j l e i c l iwe : i : i ; i i . 3  
j - s t  .  i i es  i { i r t i  i , e i - l -e : : i r :e inden

po lyno tne i l  aus  O1 i t  [ - f  r - l  I  be , . ; te ' l i l ; ,  a ' l  so  n l l l l  e r iC l i ch  - r i e - l -e

I

1.,ö sunsen i taben l<ann.

P  A D I S C H E

U N t s E S T I I ' { I ' T

Sa t , z  12  (L i t . 2 ( ) r i i a t r '  11+

'f, / (.ic) ,

z airl- , 1{

a v ' . 1u, -  n t ] -  u
.llr-

S  r . - i  n r r
a  v  v ! v ! r

e i-n

* - i  + .
. l [ l  I  t /

S e i  p  e i

Fr i rndiv i

q e ü:f&1 ,

ne Pri in

s  o r  von

/ t t , / \n/)* /  (n )
l ' /
a

und .  L i - t ; . 2 )1  , i i a t z  11 )  t

ei n alEleb::ai- s ci ler: 7-'a|t lkörp et, ^f)

"f / (p) und- '{. i: Ol ein Pr j-ue I einent
'  

'  '  
. n . ,

cvJ

Tn -T--  - -  L f  ( ' r  Y 'L ' , 1  . -  t  i ( ,  l - :  \ . ! r r )  U n d|  ' / - -|  .  / \
I  - (  

I
r - v

aus U'- i r  IXo{ i ,  rvobe i  d ie  Le j -  b i<oef . f , i z j -enten

von fo  uno go in  Ö: icx  l ie t3e] l .

Außerde in  ,ge l ie :  es  g ib t  
-F1r I?2t  

0"1  ,  ( i2  e

Eo € 0f  [T) ni t  lo r  ße # O mod "/"  ,  sodaß

,^f ix, YJ und



foPl  *8oQ1

foPt+8oQa

,5

mod T

=  q  m o d  " ' F ." o /

f: s  . O

uncl

Dann ha t  das  G le i chungssys te rn

F r ( X , Y )  =  O

F a ( x r Y )  =  o

höchs tens  Grad- (q ) .Gr "a (%)  tösungen

( 1 8  )

.-
2. // (-

l_n L_^ o
IJ

m ilev,iei-

r !  |  a  a  a

i  l)nl -,r ')1
4

\ - l
\ i
l i

l i
l l
I J
t ,
l t
t i
t !
i i

t i

- t ( 1 t t a .

.1- : ; t  e l  L e

n le  vo

i j  e ine

Zunächs t  e ine  L le

( L i t . 9 , K a p . I V , 5 5

g  =  b o + b , , , X +  . . o

]?es  ( t ,  i - l )  r  =  de t

m  1 1  l ' i
= or t "^b ,n ' -  J i  (c i i

o,{'

s t e l l e n  v o n  f  u n

Ervlei t eru,ng4 von

S i  e  i s t  i i u l t  ge i l

n e ins am hai:  en .

i 3ewe is  von  Sa tz

O .  E .  d .  A .  n e h m e n

(  sons t  wäre  d .e r

&0r  r l a i i  weder  f

t r iv ia f  ) .  i ,J i r

F 
lP l-rir2Q1 

= O

F, P..+l '^Q^ = O
I  a  / _ ' t

n o c h  { i  a u s
r \  ea\
v v

be t rac i l Len  Cas

c h r.n ii'j- i ,- au  v v r 4 v , v * g - T 1

}',\
+a L'- t-ind-

l]

ome. Dar tn nennt  nan

1 1  Z e i l  e n

n- i iei l-  en

. ' t '  d i n  i i U ] l _ =
? ' ' n  u J - v  r \

n  von  ß  ( j  n  e ine r

n f ltncl {\ "

I { i , r l l s te } l e  g€=

F -  Xu^/, sl-nct

Sys'L- en

( 1 9 )
Til-
- E A

I

F-
I

A / -

vJ r_ ll

' i  ^ - { -  -
r ) < L L r  L

a -
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l ' /egen foPl*goQl = fo + ich und

f ^P .+goQe  =  
% +  / c  h t  ( h rh ' r  o - i o  [ x rYJ  ) ,O c

lasser l  s ich q ' r% qro schre iben j 'n  d-er  Gesta l t

q ( x )  +  * o t q ( . { ? Y )  b z w .
r =  |

%(Y)  +  
*u t * i ( x ,Y )  

,  q , * i  *  o t i r f x , ' r L .

Da j  ede  Lösung  von  (18 )  e ine  Lösunß  r , , ron  (19 )  i s t ,  können  w i r

den  Sa tz  fü r  das  Sys ten  (19 )  Uev , ' e i_sen .

l , i i r  nehn ien  o . i i . d - .A .  eu ,  daß  d ie  Le i ' ukoe f f i z l en ten  von  q  und

g^ aus CIlrr* s-i ncj-, u.no- sc L- zeyL (lrar-l f T-) = z n 7 1 undo o  - , . / ,  
t  " . - ' - -  v v v u v L L  \ r ! s u a - o ,

G r a d . ( E ^ )  = i  n z 1 .  ! \ i L :  a l l e  n " f J o  I ä I J I  s i c h  
" n + k  

n a c h  c e n

D iv i s iousa lgc r i t i r nus  Curch  
" t r+k  

/  ' ; \ r i - - l - ' ; - \I - i ' -  =  a to( , ' t ) t ; (x )  +  : : , . ( - i )  d .a . r=

s te l len,  l ^ , robe i  egr r l -  . ,  o1. ,  Iy : . , !  unc l  i1 ra i i ( r , ] . )  . . :  Gr* . i  (%' ) .

i l asse lbe  5 i i l t  i n  Äna log j -e  f ' u : :  a , l - l - e  -o rn - i - i < ,  
] i , , :  l l , , .

, / r - - )
|  . \ +  /  r F  - '  \  / '  ' /

r i ) U  \ ^ r J  )  I  , t' - p
2  

e i -ne L , i j sun i i j  vcr r  ( '1 r ,  so  g i r t  c ienna.ch:

at ( , . )%(") {-  : :u(x)
- , r  r  l -
r l . l - J1 .

C,J
/ \ r : - -
/  r r  I-(11-, \ /'./ i:--

J - =  |

n-l-I  . /  \ .- /  \  ,  \y  =  a r ( y i ß o ( y )  +  r - ,  ( . t )

=  -01  ( r )  
# , .  

i g i i ( x , y )  
+  ra ( r )  f ü : :  a r  l  e  L  r '

rnit- Grad ("t. ) ( Gra,t (%) und. GL:arl("r ) -( Gr:ac (b;)

Irs e1-zen wir also j-n q unrl  t ; .  al l  e tn+k uno tm+l cui:cir
r):,,

- q k ( x )  
= ^  

t q ( x , Y )  +  r * ( x )  t r z w .
r =  |

c<?
-qr (Y) 

tr 
u t* i  (x, Y) + r,  (y) für: k,I  e r ' i . l  ;  so wirct

aus (19)  e in  Gl  e i  chungs sJ /s  L-e in



57

{ ( x l  n r l r ( x , Y )  +

% ( Y )  * o t t  ( x , Y )  +

' ( x r Y )  =  o

' ( x r Y )  =  o  ,

( 2 0 )

.  l t a l  \Gradx (  g1 /

a
a

f . - r  u n d  R  I
/ .  " 2 )

n  l n  I  z r a r r - ; -ars  fosung  von

r t  ( v  v \  r t
\ / \ ,  r  /  

-  \ _ /

7-
<r-!(

L = C

#

*  a* '
/ L  t i

_ i _
tt_ öi

wo f 1181, f i '  r 81 ' d utf [xryl untl Grad., (Tl ,

Grad (q) und Gradr (q )  ,  Gr*dy 6l  (  Grad.(  % ) .

D a b e i  h a t  ( 2 O )  e i r e n f a l l s  d . i e  L ö s u n g  ( x , y ) e  Z ,

\ ' J i ede rho l t  man  d ie  g le i chen  Subs i i i u t i onen  i n

so  e rhä l t  nan  e in  G le i chungss .ys tem m j - t  ( * r y )

d e r  G e s i a l t

- =, 
' i '  (-l- 'r) ,- 26- /-r 

r" '-4 :
' g - r , l  \ - \ r r . /  + t L  t 2 t Ä r Y )  + ' [ - t t f j -

l -  )/

, \ s  / t r  r r \  2 . ' -  / x r  r r \  , ' ' l j '
+ r g 1 ( Ä r Y )  +  - - - 9 2 ( , t r I ) - r  

4 _ _ . " r
- L -  )

rn i -L f  Z,SZ,  f i  " ,  ß i_"  . i  o  -  
i ,  

I  x  rx  - /  unci  Grad.r ,  ( i ;  )  r  ( - i r :at l r r (ä,  )  . , :

Glaci ( t ;)  und Graci,  (T'r),  Gr*df (8? .1 Gra.i  (  
% )

Dieser  P- r :ozeß lä l l t  s i ch  ad .  i -n f in i ' b r - r i n  fo r : ' i ; se i , zcn  ( i - c i r  e r rsT l . t : re

rn i r  Cie unstäncl l - i  che i ic l . r re i - i :a . r :be i - t  r ; -es InCr-rk-u i -ons q n i - , ' r - . i  . ;  i  o . - :  )  ,

s o d . a ß  c l a s  S y s i ; e : n  ( 1 r ) )  s " h l i e ß 1 j _ c i : .  C i e  G e s t a l i ;

q = i l (x)  + >._ 7{Lf ' ,  (x ,y)  = ( )
I (, i_.:T -t_

J - =  |

r ; - -  T - l * . r \  ; + - -  i " -  / - ,  - r \r ' ?  =  g o ( r )  { -  
+ ^ - -  

* ß 1  ( X r Y )  =  o
- - L -  |

-F-- / :r \r  ( Ä . )
o '

- / - - \
r r  ( Y )
t ) 6  r  -  z

a - -  t t  ( Y  v \  n
l i j  \ r L t  *  /  

-  \ - /
J .

d-ie Gr'a.cle t ler: f  
i  

uncl j f  in X u'r-nd- T kl-einer

b zv,t. *; s j-nd .

e r l e s  v  i  I l

( x , r )  =  q ( x ) + a v ; 1 ( t i ) y  +  . . .  +  A 1 , - , n l _ r ( x ) y n - 1

sincl  die , !  
|  n I' 6 l gen  

[on* r  r1 -Ay - ,  1 / l z ,? . r ,  r  . . .

{
A '-^o*, 

rn_1 /re N 
'y]-ad i s cl ie i{ul1f olFien j_m

i  ' - * ' r -  ' vob  e  iC \ l l . i I I i l l i l l  t J  t  V

als  C ie  von f ;

S e t z t  n a n  f ü r  j
t-'-

F - l : r \ ,  S -  . _ ] 6 -
- L  , .  \ . 1 \  / ' r  , /  . ' (  I  .

: 4 - L
I =  |

t l-'r vr€  o ^ 1 , L  r r J  r  s o

t
1 A. . .  r  ( ^ v - + 1 r i n _ 1

Oi"r^ -itoCu1 qn C
(  / -

üi, X i). . . G'J Cr. -- xn-1 ,
I ,  

i )  v^{ }L-  )  scd.aß a lso o j -e  l 'o l { reu



,B

/ )
l L  I
L ' * \ r r 1 ) V e N ,  " '

De sr^regen i  s t  q

v* [xJ 6> cr ̂  f-r-t-r
t "r '""t -

enalog g i l  L  für

T  =  B o ( x )  +  B r (

Grad(B i )  1  n  und

l ' / i r  betra.cir t  en d

(r ( v u X \ - 1 ) - 2

rl r: l-

I " iodul  konvergieren.

A* n (x) ym-1 ,{

f l r - c r l  (  A  \  r l r - r r l / A  )\ r I  O- ' r l \ n1  )  t  o  .  .  t  
\ ; L  d \L . t \ ^m_r l  /

,  {^,  ,m-1}u rw in

=  %(x)  +  Ar  (x )Y

@ . . .  o  
) " [ x ] r t n

di e s er,1

I
a a a  I

mi t

'Zet - l -  en

b  Y m  m i t  B . e
n l

oy'lIJ,

+
4

Y  +  . . .  +  B *  n ( x ) Y m - 1  i -
L l l -  |

,/' t\- X
t " 1 t  '

D e t e r i l i n a n L e

/ -

f L r n - l ? ' ' " f o ' O ' ' ' ' e O
I

I  a . . . . . . . . . . . . . . . . . .
I
t - -

I  o t . . .  ? o r A r n - 1  r . . .  r T ;
i

i  
o , n ' B p - 1  t " " B o ' C 1 " '

I
I
I

I  a . . . . . . . a . . . a a . . a . . a
I

\ ^
\ O r  

.  .  .  r O r t r * r l J r r _ 1 ,  .  . , ,

T;I
I r ^

I

- L )

h
m

i ^
t F J

' f - . /  
t

\ i
\ i
i i n

ii
t 2

I

. , o l )
t l
t f

. .  i I
t l
t t

, B o i  )

, o

I
r ) i^ ' o  

I

? .  r  r  r C r T l r O r . . . l O

a a a a

n f
t . . . . . . . . . o . . t - - i - o

ll 11, f)
f n t  " f , . l - 1  t  '  '  '  l ' - O  i  -  t ' '

i u

a

/ l

h

i
I
I
I\

I

\
I
\ 0 1 .  " .  r O r b r n r l l o _ 1  , . . .

n o d

z . I j "  n a c h  d . e : :  e r s t e nEn tv r i cke l t  nan  C ie  l e t  z te  De te r rn inan te

Z e i T e ,  s o  e r g i b t  s i c h :

Resx(q,%) =-. %(x) .  t)-rr l- ' i  mo,t  ̂l r .

Daraus  f  o l g t :  i ?es r (q rF ; )  =  Or * - t q (X )

Die L larste l lung von q uncl  % is t  auci r

n ö g l i c h  i n  d e r  G e s t a l t :

l  - -  / - - \  : -* i { . ( Ä ) i  
U : .  t X t- - - . 1  

\ - - ) t  v  - , , S ; t ! ' J  .

J
f

wi e -rorirer

(&
\-

f \ - t
f ,r' /{_

. . 4

- L =  |

^  - . 1  . t  I  ^ . -
c:. t t q_L \., t1

q  =  A o ' ( Y )  +  A t ' ( Y ) X  +  . . .  +  A n _ 1  ' ( y ) X * - ' 1  +  r . , , X t  €  o - , r t x r - r J
t
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nrit  
"rrt  

d *p* ,

r y  =  % ( Y )  +  B t ' ( Y ) x  +  . . .  +  B r r _ 1  ' ( y ) x t - 1  6 u"7, ß 'vJ .

Es  i s t  d .ann  Res r (q r%)  i =  d .e t

ö l ^ t A t r \o n  t ^ n - 1  ;  r .  o ; J a o  ; \ J ;  r  r  o ;

a a a o a a a  a a a a  r t a  a  a a  a a  a a a a  a a

n n . t l A l A- t . . . r v r o n  t * n - 1  t . . . ! s o

r - i - n / )
" f l - 1 t  "  

'  r ö 6 t V t  " ' t v

c  a  a a a a a a  a a a a a a a a a a a a a a

n  r ) R\ J 1  r  .  .  t U t r r n _ 1  t .  .  .  l ß O

Hry\-t nl) l- LJ .

L- ,ös i lng  vcr l

7 -  (  ' . , -111^  ,T I -1  mod-  n i2 ,  a lso=  g o ( r /  t , ,  i l l u u  
/

Res- - fF - :  i l )  =  a  rn -1F (v )  r -  +  r - i s  .  ( t 'j 1 e s J \ r 1 t r 2 ,  * n  ' g c ( Y )  
+  

f u z l * S . ( { ) c

Jecre i - ,ösul lg (x ,  y  )  , :  Z i^?-  von (20)  is t  auch- p

i Joq  (T -  l I - )  of r v v l { \ * 1 r - ? _ /  -  v

r tesr  (q ,T;_)  = c

i ' { a c h  S a i z  1 i ' r a i  a b e r  r i j - e  e : : s t e  G l e i c h u n g  i r ö c i i s t e n s  i l L : a r i ( 6 * * - 1 T l )-  
o /

= n uncl  d ie zv, te j - te  Gl-  e i -  chung höchstens ürar- r  (  a .^  '  
n-1

'  t1  i3o)  = in

f ö s i i " n g e l l  x  b r , w .  J r r = 7 1 o ,  v i o n a c h  ( 2 o )  a l s o  m a x i r n a l  n . r n
I

- t , Ä . : r 1 n e o 7 1  
i -  

^ i /  2  L ^ -s l r o v l a  - i l  , , / . ^ *  b g s i _ t z e n  k a n n .
.t1

Ei r r  fü r  Anwendungen  v r i ch t ige r  i j pe  z : ja ] - f  a l l  i s ,u

E a t z  1 5  ( t i t  . 2 1  , i i e m .  n a c h  S a t z  1 1 )  z

D ie  vo rausse tzungen  se i  en  i v i e  i n  sa t z  12 .

Außerdem sei f^ l- inea.r ' ,  also f^ = aX+bY+c rni i-  a ocler i- l  =! O

mod  ̂ " / ) .  f ann  ha t  d_as  G le i chungssys ten
I

F f  ( x , Y )  =  o

F a ( X , Y )  =  O

l röchstens Grac l  (So )  l - ,ösungen in  1 ,  
n2 

.

( 2 1  )

\ t t  )
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BeJrerl<ung:

Der  Untersch ier i  d .es  Bevre ises von f la tz 1 t  z r ]  d e n  v o n  S a t  z  1 2

L inea r i t ä t  von  f
a\

f)

= O

a)

bes teh t  da r in ,  da ,ß  es  h ie r  ve r

mögli cir i  st- , das S;rst ern l-1 =

]t
I' ')

a

auf  e in  System

C'3
i \  =  h 4  n ( : t )  + [ r ' h n  i ( x r Y )

i - 4  ' t *
l - -  |

,.>'2 
i

H r = Y + U r c ' L ' ) j ( X r Y )
a { r

L = 1  
- ? -

zurückzuführen,  in  den t r , rO *  O nod"7 unc l  Gra,d . (h f  
,O)  

. i

G r a d . ( a o ) .  A u f  i l l  = O ,  t I Z  = O  i s t - c l a n n S a t z l 2  a n v , i e n d - b a r .

D ie  zusät  z i -Lc i ie  i ]eweise; . rbe i t  Deste i lb  leo- i i i l i cn  i i l  l l {acnvre is

von Grad. (h , i  
.  g )  - - : .  G lacJ. (So)  .

rnöge der
(x)

-I

\  *  4 f r

/  -  l L  r i

i = O  
r

c ü :
s-* I
)  T  B ;

. / - \ . 4

l- =tJ

= C )

l j e v i e i s  v o n  , S a b z  1 1 :

O. E. d.. A. : go # O:.i:x unci- b + O rr,ccJ- 
7:.

i / i r  be t rach ten  c i .as  ,sys tem Ff  (X ,  Y)
(21)

FlPl + lueQt = O ,

wobe i  P .1 (X ,  Y )  un r l  Q f  (X ,  Y )  nac i r  Vo rausse tzL lng  so  ex i s ' ;  j - e r -en ,

Caß  fo i ' 1  +  EoQt  . -  q (X )  rnod , -  
T t .

(  Der Grunci  f i j r  c l ie l ia i r l  von (2r)  f  iegt r lar in,  c laß lv i  r  f  o

als l inear und b + O rnor)-"71 ansenonrrnen ha.ben. In r ien and-el teu

I .ä1]  en arbe i ie i  inan ana log mi t  f1  =O,  F l  Pr+ i , ' rQ Z=O bzvt .

T lP l+l-rQ,, .  
=O ,  U'r=O bzvt.  Fl  Fr+r '2e2=O ,  t r 'p=O ) .

I ' ian d.arf  nun annehrnen, daß r j -er Gracl  von % nic] : 'b größer

a l s  de r  von  g , ^ ,  : Ls t .  i Ja .s  s ieh t  man  z .B .  so :



' 3 e t z t  n a n  B o ( , , ( r Y )

. r r \ / a \
. l  

C r  i 1 a ) c  I  T  . t a  |  -
r D u  - L t ; , r X \ . O t o O /

1 ^  n - ' f  , n  f l
l J  1 O . r \ 1 - U  t  v  t  .  .  .

* g n  k  ( x ) y L ,  s o
v  

t r r

.  + B o  
r t ( X ) Y k )
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)  +g^  4  (x )  Y+
l J t  I

Y + c r g . -  ̂ ( x ) +v t -

k  Z e i l e n
d  o i -
U \ J  V

=  ( n a c h  d e r  1  .  S p a l t e  e i l t =

vri  ckel-t  )

=  + / - E o , k ( l { )  ( a , { +  c ) k + / -  b s o , } . - t  ( x )  ( a } i + c ; k - r  + / -  . . . -  + / -  b k ß o , o '

i la t  go d .en Grad.  m ? so haben d . ie  Eo -  i  hö chstens den Grad m- i
- t - t

sod-aß  a l so  i t es * ( f  
o ,  ßo  )  hö  chs tens  den  Grad .  u t  ha t .

l {ach ( t i  b .17, Sq-t  ,  satz 116) s ibt  es P1 '  ,  Q1 '  € o-.  
/ "  Ix,  ! , i  c lera: : i ;  o

, i - a . ß  ? . e s . , ( i '  - F t  )  t -  f  r r  r ' -  / l  I-  
Ä .  o ? b o ,  

- - o . , ]  ' 6 o Y 1  r n o r l ' 7 , .  I u l e . t r  ] < a t r n  a ] - s o  P l  : =  P 1 , ,

Ql i=  r i1  '  und.  q  : *  i?es- , ( forgo)  =o ' izen un<1 nat  d .a .nn L i - rar j - (q)  (

Gi :ad- (Ao ) .  , - rec i -e  Lösr rng,  von (22)  is  i  *1 .1*  LösL i r -L i j  vo ] I  (? ' ; )  ,

Cas s j -c i r  in r ler  Ges' ;at t  a,{- t -bY+c '+ '  
E, ' i -  

t f  
i  (X, X) = O

l -== |

'.).5 _:

{ ( x ) + = ' . ' T f ( x , r )  = c ,
i ='l

i l  r ,  g ,+  , lXrT j  ,  schre iben 1äßt .  Vernöße der  ' . f rans f  o rmai ion
l -  l '  

L

N  . l - ' ,  - r  . t  A l  [ , ' \ -  - ' - - ' 1
a,r, ! Ar-Ii --- V," !!xr-tl

,  x  r _7Ä

Y P b-1 (Y-aX-c ) 
c".)

v r j . rd-  aus d-en te t  z - ,1 ;e t1  i j ys tem Y + [  r , ; r l f .  t (XrY)  =  O
t=1 'L  

e_t t )
F- l r - \  

' :
, . o \ r ! /  - r -  

* , : - r B 1  

t ( , { r Y )  -  O
I

- i - F  r  |  . , .  t  C  O : D [ X r Y l  .r l J r l ,  , i  r l : i -  
/  

_

i ' t rac i r  Satz 12 hat  aber (24-)  t ro c i rs tens Gracl  (Y)  .  Gra,1( i l )  =

Grad. (%) < c"ad ( go ) Lö slrngen in 7- o'  .

i le

( v\ : \

X+b

o ,

( a"1r
J L

t -

( - r  n  h  n " { to\J ;  o  r  .  t  
v  

t  
lJ  

t  c i ' : \ ' r t ,

, 8 o r k ? . . . . o r B o r o
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re

ij-emerkunj3en :.

4 )

Sj-nd fo  unr l  go be ide l j -near ,  a lso  fo  =  a-X+bYr-u1,  go =cX+d-y*" .

( + ..-.r-( 1 ' o r $ o f  O  m o d 7 " ) r  s o  i s t  c l i e  i 3 e d i n g u . n g

foPl*BoQ1 :  %(X) nod.  * f

foPr+ßoQe =-*- g;(Y) moC Tt
er fü l  I  b ,  \ i lenn d j -e  Funkt icna ldeterminante  von f  o  u-nd-  go nod ^ / t

ni  cht vers chwind.et ,  d-.  h.  :  de b /^ b )  + '7- \
( ;  ä , 1  f  o  m o c l ' / ' '  

v
Dann kann nlan nämliet- '  r  '  -  rad.-bc)X + (de.-be.)  : / .  O mod_,-,r :r L t  , - O  . -  \ ( - \ s - U \ J / / \  

- T .  

I  a .  ,  f

u r r . j -  . '  . -  r a d - b c ) T  + ( a e - - c e " )  #  O  m o r l  , . t c
5 0  .  -  

\ c ^ u - v \ J  /  L  - r \  
C  l .  ,  

I

s e'b z, er1, und e s j- s t df 
o-bgo 

-:: 
% noo ^. 

1ö )

-c f  +as . : :  g^ mCCl_ . .1)  ." *  o  '  - 'öo  '=o ü

^ ) \

iJer  tservc is  vcn Sai -z  ' i2  s iü  T ,z 'ü  s i -c i i  i -m \^ /esent l ichc .n  au, i

Sa tz  ' 1  
)  i n i l e i l  c j as  G le i - c i i ungssys tem (1S)  m i l ;  i i i l f e  r - i e r

Vorau.ssetzr ln i4en r , ies Sat zes uncl  unter t lenüi-zuni i  von i l .e: , ; i r l  i ;a1=

ter r  au i f  d .as  sy=tem (21)  z l r rückgcf t ih r t ' , , , ,c l rc len kann.  Da.

c la- : : j -n  r i i c  Var iab len l {  unt l  Y  je tve i ls  n l t r  in  e iner  GL-e ic i rpr - - rg

au f  i r c t  en ,  i  s i  Sa tz  1  anwen , jba r .

^ l

fu rch fndukt ion über  n ,  d"er  i tnzah l  ie r  G. l -e ic i iungen bzt ; .

Unbe : ; t im in ten ,  l äß t  s i c i r  Sa  bz  12  rn i t  i i i l f  e  ana . -1oger  Be t l ach=

i ;un5 ien  von  i - i esu t tan ten  ve ra l lßene ine rn  za i

S_a]; -2,  1T ( l , i t  .2 i ) :

Krp r " " i )  und  f  se i_en  v , i i e  j _n  Sa tz  12 .

a a a a a a a a a a a a a a o a a a a a r a a a a a a a a a a
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Lv- -i
F - ^  : =  = T ' f } - n  4  w ,n  

T ; 5 ;  
r t l r  /  |

vrobei d. ie Lei tkoef-1]  iz ienten der f  - ,  in ü^- *  l ieqen und-o r a  / "

f  o16ende l3ed ingungen er fü l l t  s ind. :  es  g ib t  Or ,  j  ,  Ü, lo  [ \  r .  .  .  ,  t r r ]

für  i ,  j=1 , . . .1r I  und i l  € ü^u.  [ , tJ '  . . .  '  i l  €  un [x-7u r ,  
I  

I  v t r r  
I  

, .

mit f,,=, ; * O mod ^/) ,, sodaß
- t *  |

f  P  +  . . .  +  f  .  
P  : :  f '  " l ^ d  n i ot r - .  4 t 4  4- r ,  , , ,  o r n - 1 r n  

- ' o r 1  f , r r v  
{

t . . ' , t

e Tr + o. .  + - f  ̂  ^P.^ -= i l  mod ^-/1 .t o r l ' t t r 1  
o r [ - 0 r 0  

- o r *  l r r v  
(

Dann i ra t  das Gl -e ic i rungssysten

F t  : =  O ,  . . .  ,  1 0 ,  =  O

h ö c r r s i , - e n s  ( l r a d - ( i ; ) '  . . o .  '  G r a c l - ( i l )  L ö s u n 3 e n  : i  n  . , 1 , 1 . , n .
u ,  r  \ - , ? t r  ! i

L- len J, le i , ie j .s  e lspare icu n i  r  aufpr ; : :und ,J-er- '  urnstäncl l  j -c i ten

r i ch re iba l - ' be i ten  ünr l  i . i e i - l -  i -m v resen t l - i c i ren  ke in  L ln  bers  c i r i ed

zL1- rs  Be ive is  vo i t  Smi ;z  12  bes i ;e i r t - .

r " ^  ' - - :  i - - r -  ̂ "  c i r  e inen  zLL  oa tz  11  ana lcgen  Spe  zLa l f  a l l -  von  Sa tz  12 '  :!r> fi I lJ L/ c-l t-{

S a t z  1 r '  ( t i t . 2 6 )  z

A } l e  V o r a l t s s e t z u n i { e n  s e i e n  w i e  i n  ö a t z  ' 1 2 1  
.  A u ß e r d e r n  s e i e n

r  r  a l l - p  l i n e a r .  D a n n  h a t  d a s  o y s t e m- o r 1 t  
" '  !  - o r n  q r r

'r:r ^ Ii ^, 1  =  u t  . . .  t  o ' -  =  \ - /

i iö c i :  st  ens eine Lö sung in Znn .
t,

D i  e  l j e d  i  1 1 p r " h  - ^ n  Ä  ̂ ^  S a t  z e s  s i n d  e r f ü l l t  ^  r r e n n  r l i  e  F u n l i  i ; i o =v J - \ '  r / \ i \ - r r r r 6 l . / t l l S ( f r l  n \ t J  ^ J c J . U Z J t z  D  ; i J I I L L  t i l . ' l - L l I I  U  t  W ( : l . t t I  \ . L I g

na lde ie r rn inan te  Cer  f ^  - ,  nod" -ya  n i ch t  ve rschw inc le t .
v t J  (
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4 )

A r r r ' r . , r r r , i  r r o n  S a t z  1 j ,  i n  d e m  e j - n e  o b e r e  S c h r a n k e  f . j r  d i e.t1 Lrr tir Lrrr\a v

Lösungsanzahl  d-urch das Produkt  der  Grad-e von fo  und go a l l=

gegeben vrerc len kann,  vermuie te  Sko l .  cü  r  c l .aß d ies  auch im

a l l gene inen  l ' a l 1  ( f  
o ,  ßo  haben  be l i eb ige  Grad .e )  ge l - t en  müsse .

t r \ ) r  be l i eb ige  i {ö rpe r  K  (2 .  B .  K  =  C  )  i s t  d iese  Vermutung

v rah rsche in l i ch  n i ch t  r i ch t i g .  I ' I an  kann  näml - j - ch  l e i ch t

R^- i  -^;  ^r  ^ Von i  e i_l-  erf  remcten Polynonet l  f  ,  g € t f .  [X, ,U,J a] lgeben ,: ) Y  I  D I . J I U I g

f ü r  d i e  es  ke ine  l ' 1  ,PZ r ( )1  ,Q2e  K [ { " rYJ  und  O  f  T r  5 [X ]  t

O +  ä  eK/y l  g ib t rsod-aß f t r . t  +  gQf  =  T  ,

fPZ + gQa = g

unc l  Grac i (T)  <  Grad( i ) ,  Gr :a .d - (g )  <  Grad. (S)  e r fü l t t  i s t .



r r r .2 fnvar ianten und Kovarianten

Tn d.en f  o l  gend.en Paragraphen vrerd-en für Üb er l  egungen zvr

tr ' - ' i  - r -^ ' .  ry ier ' t isser kubiscirer u.rrr l  b iquadrat iscirer Formen!:5-I D t/ (i tI lr ti

Berr i  f  f  e  a ,u-s  der  Invar iantentheor ie  so l  cher  For rnen benöt ig ; t .

f  i  e  s  e  s  o l l  en h i  er  kurz  e ingefü .hr t  werden.

( l - , i t .  9  ,  Kap .  V ,  $S f  -+  unc  L i t  . 16 )

A)  I {ub isc i re  Fornen
r , -

\ J i r  se t  zeT\  A  [x rYJ  n  i  =  
{  t  .  0  i x rY /  ;

/ \/ - \
s e i  : \  t = = { : ' ; 1 6  G l ( 2 1 6 ) ) .

\ v  
\ I /

A best innr l  e ine t /ar ia .b l  ent - ransf  ormat ion

t .  . / " \  f - -  - t -  '  r ^  - a

Az ,:,: lX, Y/., -) :.). I Xr T*1.
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v r e n n  f ü r  a t t e  A  €  c l ( z r { )  J ( A o f )  =  ( a * t a ) Z  J G ) ,  d . h .

wenn J auf t-tl l<onst ant i- st bi s auf r.aktoren aus @ .

s e i  c  €  Q ß r Y r A 1  
, 3 i  

i + i = r y J  u n d -  c ( f )  : =  c ( x r Y r a l  
, 1 )  

€ 6 ; & r Y J .

0 heißt (relat ive )  Kovariante von f  vof,r  Geivicht ,4 € / l / ,0 t

w e n n  f ü r  a l l e  A  €  G l ( 2 ,  t r l ) :  C ( A o f )  =  ( a e t l ) ' {  C ( f ) ,  a l s o

C ist  auf [ t ]  konsi ;ant bis auf r-aktoren aus A o

Sei nr, .n sneziel . - l -  f  :  = az ^X1 + a) nX?Y + a4 ,XYZ + &^ ^Y5 , : - :v v r  t a s r r  - - t , v o + v . - r -  r  ' -  * 1  

, o ' -  - r ,  
'  * 1  

, 2 " *  u r J

tfr. {x r-t,} 1. 
Bekanntl i cir i s t  c l ie ,D iskr i rn ina ,n te  von . f  de f in ie r t

al s f l  G) i  = e4 nU 

- lL 
<a i  -  , : {  *)2,  vrobei iv-  i  d ie i ' {u l}  s i  e l l  en

) t a  i , i  l -  r  - t r  , )

r , / o n  f ( X r 1 )  s i n d .

i ' tan  l<ann , i l ( f  )  auch in  d-en Kcef f iz ienten von f  schre iben:

' r / n \  , - : r - r -  2 ^  ? - . . r n ^  2 ^  ?  ti J ( f  )  =  - ' z ' / ^ r , , o * * o r ,  . * ' l L J a r r o ^ ? _ r 1 u 1  
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w o b e i  5 1  ( 2 r Z )  : =  
{ t  

€  G l ( 2 r 7 . ) ;  c e t A  =  , }  u n c t

Az 7- fxrY]n Z- [^ rY] n analog r,r j-e in A) eine Variablerl=

t rans forma-b ion  is t .

l lurcn d ie Bairnen von Z [xrYJ n bezügl ich s l  (  2,  Z)  v l i r r l  e ine

Aquivalenzrelat ion auf  Z IXrYJ , ,  best immt t  f  .v  g r  4+ [ tJ  = fS ]

fs t  3  e ine  re la t i ve  t -nvar : ian te  von te  ZßrÜ*r  so  g i l t  h j -e r :

] ( . t i o r ) =  J G ) e 0 .  f ü r a t t e A  e  S t ( ; 2 , 2 _ ) .

V i i . r  de f i n i e ren  a l so :  i I  ( [ t J )  t =  J ( r ) ,  r , r obe i  f  e i n  be l i eb ige r

Vert reter  c ler  Äquival -en zkJasse t t - l  is t .  
' '

- i i s  ge l t -en  nun d ie  be ide  n  w ich 'u igen f  a tsachen:

1)  Sei  r i  e  7 .  Dann gib 'u es n l l r  endl- ich v ie le i ic lu ivaLertz=

i<las s en in i fx ,iJ .r-, d,eren L]i skrirni-nan'u en clen itre ri,- e/,- i iab en.

. r  \  1 - 1  . - -  l - -  -  - - * l;? )  l r -s  ; r ib l  nur  end l - j -ch  v ie le . , lqu iva lenzkLassen j -n  .Z lXr - t ju ,

d.ei :en relat ive Invar ia.nl , -elr  17, und. J Z f  est  vorßeßebenr:

Za.nl-e rI .::i ,t' :'- bz.ut. ß .*:' 11, annennen !
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TlI. t  ä]_Lipt ische ?iurvgn

Es  so l t  j  e t z t  gez ,e ig -u  t+e rd 'en ,  w ie  e ine  e l l i p t i sche  Ku- rve

zirückführbar i  st  au.f  e ine end-l i  che l tnzahl kubis c irer or le: :

b iqu"ad. ra t is  cher  Fornen mj - t  negat iver  l l i skr in inante ,  d ie

mi i ;  der  Sko lemsc i ren i ' ie thode behandel t  iverd-en können.  Dabei

r , ; i rc l  aber  nur  d ie  theoret iscne l ix is 'üenz d . ieser l  i ro r 'n ten be=

rv iesen und.  ke j -n  a I - l -ge i te in  prakb isc i rer  ' r ' ie i : :  geze iß! ,  d ierse

tatsi ichl ic i t .  zü f inclen. Ein solcher l<ann n.ur arrhi ; inci-  e i-nes

i le isp ie l  s  e l lä t i te r t  \ , , ' c - l :Cen.

i i i : :  bei ; racir ten el . l ipt iscire Tiurven der i : 'o i l t t l  Y?- = Xi  4- k

ni ' i ," O r I<t.,,/ t [. jetrann-ü i ' toj.J].cl-.fSJ-qicirr-rn4-eq, und un'üerscnej-==

d.en z\ie i- i:'Li,L-i. e :

1 ) k .,. C uri i  2) l{ < O. l. in z:,\ lei- i ;en l 'ai l  s j-nci tr j-e auf tretentlen

Scitr ' i ic ; . r ' iEj l {e i 'ucn r : r ' i rebl- i -c i t  13::ö{- ler:  a l-s bej-  i< r  O. So vi  aren j ; is

196 t  e . l - l e  t l . l - e i . ch i i n6 ien  m i - i ;  ( ) {  l { . 1=1OO vo l l su i . rn t l i g  ße lös i ; ,

jed .cc i r  b l j - i : l ten  f i i r  nega i ; ive  )<V-^ tCO noch 2C G-Le ic i r l tngen

ulr-ge1ös-L- (vf , l  .  i ' \ i . i . , jung;glren, On t i ie Ll iopirant ine Ecluat ion

2 A
Y ' -  - :  i ;  +  k ,  Ä c L a  A r i ' c h r n e i i c a r l 9 6 5 ) .

Se i -  zue rs t  Y t  =  ^A)  +  l i ,  k , , i t i l po : l i t - i v r  (25 )

I s t  (p ,q )  e ine  ganzz -ah , l . i ge  1 , ,ösung  von  (2 i ) ,  a l so  n2 -p " *k ,

so i . ;erde d-anr i t  d i .e bi-r iärc- kubi-sctre Irorm
A ) 7

ir* = )'2 -z2px{'+ZqP c r- | x r-tl cief ini ert . i1.,, .., ha"b d.i e
Y\ I\
I ' t Y  l ' t Y

n e ga.'b ive

- i  -  ^ - i  r .  ^ n
J  I . I  Y I I ] . \ J I

( = I jahnen

l l i  skr in i-nan i ;  e 27 (4p5 - trq2 )  : :  -2 '7.  / tk unci  1i  egt somit

vor l  end l ic i r  v ie len i iqu i -va lenzk lassen von 71 IX ry l  z-/

b e z ü g ; 1 i c h  S l ( 2 r  V - ) )  n i i  d i e s e r  D j - s k r i r n i n a n , b e .
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i { i r  z e i g e n  j e t z t  f o l g e n d . e s r  r s t  i r ( 1  ) ,  . . .  ,  n ( s )  e i n  R e =

präsentan tensys ten  a l le r  Formen mi t  der  D iskr im inante  -27 .4k ,

s o  g i b t  e s  z u  j e d . e m  i € h r . o r l s l  n ö c h s t e n s  e n d - l i c h  v i e l e

/  \  ,  - ' , r ?  f  -  f  i ) i(p ,  q . )  e  / - '  ,  sod-aß nn ,  q  {=  / .  r r t  u  ' J  .  i l i ese  (p ,  q )  können auch

berechnet  werden,  und zv{aT rn i t  ,1er  Skolemsciren I ' Ie t } rode,

.  r i )
\ , , 'e in l  h .*  '  i r recluzibel  ist .  Somii  känn (25) nur endl ich

v i  e l  e  Lö sur rgen haben.

s e i  n u n  o . E . d . A .  h p  
, e €  [ n ( \ .  i ' / i r

h(1 )  -  ^r  
ro"1*uz,1x2Y**1 , r"" ' *^o rr t1

A  = ( 7  
3 ) .  s t ( 2 , 2 ) ,  s o d a ß  n o n ( 1  )  =  l r

ur,  o( ax+bY ) i  *  ̂ z 
11 

(  ax+bY ;  
2 

I  cr+dY ) + u1, 2 (  ax+bY ) (  cx+cY )2 *  ̂  o,  r(  cx+dY ) 1

Koef f  iz ien i , -enverg le ich " i  n  X3 und.  XZy erg ib 'b

4 2 2 4 ( '1 \
e A  n a t + e , ,  n & - c + a 4  ) e c ' * - ^  ^ c t  =  h \ ' ' ( ^ r a )  =  1  

- o z i , t .
J j "  - )  |  r t . -  

" J - /

b W" (a,c) + 42 ( , , ")

( 4 \  - \

i t un  i r a t  i t u  I  (X ,  Y )  =  1  nu r  end . l i ch  v ie le  Lösunße '  i *  / . t  ,

unabhängig c.avon, ob h( )  red-uzibel  ocler i : : r  ed-üz, ibel  t i .ber

t/'t
( i X  1 S L - :

Denn  se i  h ( )  
"unächs t  

red -uz ibe l  angenomrnen .  Da  r l i e  l l i s=

1  .  .  '  .  r l )kr iminant e von h'  '  '  ungl  ei  ch l {ul l -  ist-  ,  s ind- al- l -  e Lin€ 3lr=

f a k t o r e n  v o n  h ( 1 )  v e r s c i r i e t l e n .  D a s  h e i ß t ,  h ( t ) ( i i r y )  =  1

i ' : J -  än t ' i j r r r l en i  z . v  z t ^ i e i  G le i chungssys temen  d -e r  Ges ta l t+ r J  v  q Y u 4  v  q

boX2+b ,XY+brYz 
= 1

ozX-r ßY = 1

1 1 r r 2 a a i a - " - r ?unci b X*+ b,' X Y +b ̂ Y* = -1
o  . r  I

(bo,  b l  ,  bA,  d .  ,ß  e  Z-  )  ,  wobei  uof+n ,Xy+bry .?  und acX+ßy

t  e i l  e r f  remd.  s ind.  Daraus f  o lg t -  aber ,  daß auch
- - r -  )

hl !  = boX'+b 
rXY+brY'-1 und he i  = c<X+ßY-1 tei ler frend- s ind.

sch re iben

. -T:, 's existi."gri ein

P r Q
od-er x' -1pxY?+ZqYi =

= - 1

\ / - o )

( 2 6 '  )
o .

crX+ßY
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Durch Betrachtunr*  von Res r (h t  r he ) ! =  d e t

r  \ 7  a  a l
l \ Y l a v

o s  " 1 t  t ' 2 t

, I IY-1 ,  O

f o

+ O (ve l . l Jewe is

daß das Gl ei  chungs syst enr

Lösungen  in  72  haben

/ r a r

l o z r  
o l o r  D o

/  ß. --<x-1 .o
l '

\  
o ,  J l  ,  ax- '1

.1
I

z\7

- 1 \
I
I

I

/

o i l r

1 e

ht nan da

d l i c i r  v i e

t

(:

n

/ b
R e s , , ( h n . h - )  : =  a e t l , x

r  t .  a '  i

\ o

Satz  l ? rSe i i ; e  53  )  s i

h 1 = O r n Z = O n u r e

(X- , ßY-1

kann.  -Dasselbe g i l t ,  \ , /enn man i r1 = boX2+b ,XY+bryz+1 unci
/ a \  . Y

A l s o  h a t  h \ ' )  ( x  Y )  =  1  i m  l , ' a l - l - et  \ t \ r L /  
'

endl . . ich  v ie le  I - ,ösungen,  d ie  auc i r .  be=

1t - . ,  =  a .X+ßY+1 setz t .
a

( 4 \
r r h \ ' '  T e d l t z i b e l "  n u l l

rechenbar  s ind .

( ' i \  . : - - \  ( 4 \ .
r s t  n \  '  /  i r r ed .u  r , i beL  übe r '  . J  r  so  ha t  i r \  ' /  

1 ; c r r )  =  1  nac i r

;Ja tz  11 u t id -  i le isn ic l  l  auc i r  nur  end. l - i -ch  v ie le  Lösungen in
'--r 2
L- ,  d ie  mi t  c le : :  l l l<o ieursc i rer : .  I ' ie t i rod-e  gefu .nCen l {erd-en können.

l ) ie  be i .d-en Gl  e ichuügen in  (26 '  )  s ind-  a- l - r :o  nur  für  enCl  ich
^

v i e l - e  ( a , c )  u n . i  ( b , d - )  , .  t / ?  e r f i i l t t  ( r "  j e , J - e i n  ( " , "  ) n " , , t 2

exist iert  u; i  i ;er '  l ier :ücl<sic ir t_ ir3ung 
: :ä 

deiA =,,  
"1. .  l ;  

= 1 ej-n 
-

e j - n d . e u i ; i g  i : e s t i i L r n t e s  ( b , c i )  =  G !  # '  
( . , c ) ,  

+  4 4 ' ' ( ^ , c ) ) e  / * 2 ) .

i re shal i ;  könn en t l . rc i r  Kc ef  f  i  z-  i  ent enverßl  ei  c i r  j -n (26) auch

n i r r r  enC l i c i r  v i e l -e  (p  o  q  1e  
" t i z  

ex i s t i e re r ] ,  c l i e  au f  d .e r  e l l i p=

i j -sc i ten t / ru- f :ve  (2r )  r : .eßen.

i ' larr  kann somit  al l -  e ßan' t ,ze. l i f . i -gen PunkLe (p,  q) von (z>)

l - r ,= q i .  i  mnr or ,rJ ( ;D r / r i r . r i r r i : r r  r  i ' /enn es ße l ingt ,  e in  Ver t re ters ; ;s - r , 'em der  end. l ich

v ie len  Aqu iva lenzk lassen  kub iscne r  f , ' o rmen  n i i t  c l e r  vc rg€=

gebe l l en  l i sk r l n inan t -e  -27 .1+k  za  f  i nden .

Da  d ieses  P rcb l  en  i -n  a l l gene inen  j  ed . .och  schwer  l ösba r  i s t ,
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ve rsuch t  man  be i  konk re t  gegebenen  e l l i p t i schen  Kurven

durcn  Be i rac i r t ung  quadra t i sche r  Kö i :pe r  au f  e ine  end l i che

und "  au-sre  j -c i rende ' t  Anzahl -  kub ischer  Formen mi t  nega i iver

i l i skr iminante  zrL  ße langen und deren Lösungen z . I ) .  n i t

c ler  Sko lemsc i ren l ' le thode zv  ern i i t te ln .

D a z u  e i n .  l l e i , _ s p i e L  (  s i e h e  L i t  . 5 )  z

Geqeben  ' i  s t  c i i e  i t u - r vc  y2  =  +X t  { -  1 ' : .  ( ? -7 )' -  
" t )

i ' iu l t ip.L iz i .er i , -  nan sie mit  16 und setzt  X = ' lX,  Y" = 4Y,

so  e rhä I t  nan  Y2  =  : i i  +  2OB,  scda l3  d . i e  besp rocnene  Theor ie

ß-: i - r  +i  - r-^. i  . r -  i ia. i , - .  De;:  t iöroer K |  = e ( .1 ' r  f  )  nat c l :Le Kl  ar:s€o=\ . r t 1 I  t J I ö ^ U I t /  1 1 d . t /  o  J ) Y J

/1

zahL 1 1 s oo aß trr (= 
-,1* 

7/ ä( 1 r- 5r ) ein ZPJI-r?ing i st.

1 i r  b e s : r r r , t  c i i e  F u n t l a r n e n f - a l e i n h e i i ;  € - ; -  1 + * f r + \ f r )  .
e

(2' i ) vi i ::cl äb er C); zt)

ff i* Y- -V7-- :: ( n.'t., jt_'ul :1 r  ̂  . - 1-'ä-Ä z
Z- -  

- f  =  ( r ^ ,  -  Z  ) / (a+b  
' i . r zS t  m i t  a ,b  €2 . ,

w o r a u . , s  f c l . s t :  v + i 4 f  . ' r - ,  4 - , ' { ' 4 - i - 4
U

i s t  .X ,  =O r+ / -1  .  : { -  =O i s  b  Cabe i  n i c i l t  n l i g l - i ch rv re i l

.  4 r  ta1 ä.  7- ,  - ;7 r .  * - . . . - - .  l
(  a+b 5 : :2- ) '  e  /  [ 'Y  5 l  .  Verg le ic i r i  man c l ie  Kcef f  iz ien ien

\ ron ' \1 ' ;  in  den be id .en i iä i len  ?=1 und , t  =  -1  |  so  er :hä l r

4 2 2 7 . r
m a n  a ' + 6 a - b + 1 J a b ' - r 1 1 b )  =  1  b z v t .

7  2 .  . 2a )  - Ja  D+( raD -D '  =  ' 1  .

yv ' i r  haben a lsc  d ie  be id .en Gle i -chunsen

xi +ex2L +1 5;{'r2 -y1 = 1 uncl

x3-1x2't+dxy2-y1 = 1

z \7  l ösen .  L l i e  l i nea ren  subs t i t u t i onen  r I l  =  { 1  ?  )  r x l\ y /  - t 0  1 /  \ y /
-r /a , , '1 \r.  / - . 1 \  i t  - t i  / Ä lozw.  ( tJ  =  

[O -1 i  ( i )  f i . i h ren  zur  GJ-e ichung

l i ( x , y )  r =  x J + j x y z - r y i  =  1 .  ( r o )

( 2 8 )

r 2 0 \



-  7 t  -

i ' Ian f i -nd"et  a l le  ganzen Lösungen von (28)  unC (29),  ind.enn

man c l ie  von ( lO) best i iamt.  h hat  d ie negat ive Diskr i tn j -=

nan te  -27 .11  und  i s t  i r r ec luz ibe l  übe r  Q , .

I n  t  r =  8 ( n ) r ; L  r e e l l e  l { u l l s t e t l e  v o n  h ( X 1 1 ) ,  i s t  1 - 7 e

e ine  Fund amenta l -e inhe i t .  Es  is t  (1 -  i t )1  =  1  +  1G1*  '42)  ,

sod.aß rT^lan analog ivie in Beispiel 1 (Sa| 'z 11) ini t  der Prin=

- z  s t ,1  4  r ^ ro i  i e r rec fune t .  i ' { an  e rhä} i ;  f ü r  d ie  G le ichunga q r a r  - /  Y v v r

X- ,nY = +/-  (1- n)n in n r l i -e etnzig;en Lösunsen O und- '1 
,

sod -aß  in  ( lO )  (1  ,  O )  unc l  (1  ,1 )  A ie  e inz igen  ganzen  1 . ,ösungen

s i n d .  I l a s  e r g i b t  f ü : :  ( 2 8 )  O i e  L ö s u n g e n  ( 1  ,  O )  ,  ( - 1  , 1 )  u n d .

f ü r  ( z i l  ( 1 , O ) , ( O r - 1 )  u n c i .  s c i r l i e ß l i c h  f ü r  
- { ' 2  =  4 X i + 1 ' s

d ie  e : rnz i -gen ßenzzahLigen l 'unkte  G1 ,5) , - -GLr* ) .  Q.J . ! -

u i rd  (1  ,  -11 L .

I ;v ' i l  i rcnr ten j  e tz t ,  zvn z\ i  e

/' -)
l : *  =  X ' +  L ,  i , l o b e i . i i < O .

i'ir-rl i;i it l i_ziert rnan d.i- e Gl-

d-ie Va.r: j-abl en. vernöge (+

\2  =  t $1  +  4k .

i 'J i r  stuci ieren nocir  etvras at lgerneiner d. ic r iurve Y' '2=ty;51l-a.{+-b

n r i t  a rb  { -7 / ,  \ { obe i  r i . i e  r l i sk r i i n i uanbe  von  L f - i )+aX+ l>  ( ' u r i - e

d ie  vcn i+X1+t rk)  neS4at iv  se i .

f s t  (  s  r  i  )  e i n e  g a n z z a h l i g e  L ö s u n g  v o n  ( 1 1 7 ,  a t  s o

tZ =  +=5+ 'as+b r  so  vrerd .e  dami t  c l ie  b iquar l ra i ; i sche Form

h -  +  =  x 4  6 s x 2 y 2  +  L t t x y j  +  ( - a - t r z ) y t ' n i ; a [ x r { J  d - e f i n i e r t .s r t r

S ie  hat  d . ie  fnvar ianten 
'J  

1  
=  -a-  t r?* i tz  =  -a  und.

J  z  
=  - s  ( - a -  1 r 2 ) + s 1 - t 2  =  + s 1 + u = - t 2  =  - b  u n c l  I ' i  e r " i ,  s o n i t

i b e n

l - +

i r la l i  e l - l ip t is  c i ier  Ku-r :ven :

r r r -  - - i  l -ulrrF!  r r r r  u

/ 4  i - ,  \
i v l

\ o  2 i

/1-  und t . ransfcr in ier j ;

r X .( y ) r  so  e rh i j l - i ;  nan

( ' ; 1 )
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i n  e ine r  de r  encL l i ch  v ie len  Aqu iva lenzk l -assen  b iquad . ra t i sche r

Forn:en mit  d.en Invar i  ant en :J 1 
= -a unC J Z 

= -b.

' v i i r  ze igen  i , r i ec le rum:  r s t  n (1  ) ,  . .  .  ,  h (k )  e in  l t ep räsen tan=

tensystern  a l l  e r  For rnen mi t  den Inv i l r ianben -a  und -b ,  so

g i b t  e s  z a  j e d - e m  i E  f  l r . . . r U )  h ö c h s t e n s  e n d - l i c h  v i e l e

( o  + \ . ' v 2  c ' n Ä o e  h  Ä  f , ^ ( i l J( s r t  ) , €  i L - -  t  s o C a ß  n " r ,  i _  l . t ' " 1  .

l Ja raus  f  o rE t  ,  caß  (51 )  nu r  end . l i ch  v ie l  e  Lösungen  haben

kann.

s e i  o .  E .  c l "  A .  h s  
,  i  

€  [ n ( 1 \  m i t

h (1 ) - *u, or" *^r 
rlxty*^r rr_"',y2+u1 ,rx-{1+ao ,u"u

A t s o  e x i - s t l e r t  e i n  A  =  ( f  r r )  ,  s r ( z , V - ) ,  s o d a ß

ocler x ' l -G =x2 y2*4tx-t1+(-a- 3"2)y+ = 
",+,  o (  x X+ßy) ' f

^ , , 1  (  x l { + l iY ) i  (  , -  x+  i  Du rz , z ( * x+ßy  )2 { ' ; xn  , , y )2 *

u1  
, r (c , , - x+ I t r ) (  [ x4 -  5 -ü t *uo ,+ (  i - x - r - , , i y ) ' l -  c

Kcef f  :Lz i  entenverr l - l -e i -ch  in  x1 und x2- {  ers ib t

l t  -

14. ,  o  , : ( - ' *+^ r  
r1 r , t  

t  
{  *uZr2r l '  i ' *u1  , r r r / -  l r rnuo r r [ ' r

b z v r .  ß +  ( , , . , { )  + t q " ( * , { )  =  o

/- *i l 'Y Y-i
C :  ! ' - l i t ' ,  t  1  .

( a \
r  r  \  l /

A O l l " '  '  =  n

+

(-: f
t r t v

\ ) d )

/ 4 \

=  h \  
, ,  ( r i  t  j , , - ) = 1

( z > t  \
\  - / L  , /

/ ^ \  . Ä  )
h \ ' /  h a t  t l j . e  r - r e g a t i v e  r i i s ; < r i n i n a n t e  - 1 6 ( a 5 + 2 7 b 2 )  =

'a

= D(r+x2+aX+b ))  unr l  kann clesiregen über (? nichstens in ein

Produk i  zv ' te ier  te i le : : f re inc i .er  quar l ra t ischer  fornen od-e i .

einer k i i -b is c i ien und. einer Linearf  orn z erf  a l l -  en. " t iurch ähn=

l iche Über l  egungen tv i -e  auf  Se i te  7c  unc l  V1 kann nan erKenrren,
/ a \

d a ß  h ( ' l  ) ( x , y )  =  1 i m  i r a l l e  , ' h ( 1 )  r e d u z i b e l , r  n u r  e n d . l _ i c i r

v ie le  Lösungen  bes  i - i ; z t .

rs t  i t  
(1  )  i " "ecuz ibe l  über  iR,  ,  so  hat  i r  

(1  )  -  1  nach d .enr
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sa tz  von  T i rue  (  s i ehe  z .B .  L i t  . 1 rKap .  rV ,  56 .  , )  auch  nu r  end .=

l ich  v ie le  ganzzaTt l - ige Lösungen,  d j -e  mi t  d .er  Sko lenschen

l ' le thod.e  bere chnet  v rerd .en können,  v re i l  d . ie  D iskr imi=

n a n t e  v o n  h ( 1  )  , r e g a t i v  i s t  ( s i e h e  d - a z u  l f f . q ) .

Es s ind  somi t  d ie  be i -den Gle ichungen in  (12 '1  nur  fü r

l i ch  v l e l e  (d  ,  [ - )  und -  (ß ,  6  )  e  Z  2  e r f ü l r t  ( r u  j edem

e z2 exist j -err  einceut ig (r3, , i  )  = (-  + #F (d ,  i . )  ,  +

n i i t  * - , i  -ßp  =1 ) .  Nach  l ( oe f f i z i en i ' enve rg le i ch  i - n  ( l Z1

d -es legen  auch  nu r  end l i ch  v i e l e  ( s ,  t  )  eZz  ex i s t i ä ren ,

a u f  d e r  e l l ; n j i . r r , ' I r o n  K u r v e  ( 1 1 )  l i e g e n .

end=

/  ,  ' _ \
\ r (  r /  )

J r t  ( . t  , f - ) )
aX \ s -  t  {

können

d i e

Da t tan in  a l l -gemeinen nuu s  ch.wer  e in  Ver t re t  ersys iem d-er

end l ic i r  v i -e len l iqu iva len zkJ-as,sen b iquac i ra t j -sche i .  Fornep

rn i t  vorßegebet 'Len Invar ianten aü. f  s te ' l  len  kann,  s r , ich t  r ien

j-n der Pra.xis nacir  : :nclererr  'v i  eg;en, ur j r  Gt ei  chi- ing_ ( i l1 auf

e j -ne end l iche i tnzah l  b iquac l ra t iscner :  i i 'o rmen n i t  ne i4 l - r t iver

Dj- skr' i ln j-nan-b e z'uJ|ricltzuflüh-r en. Deren l,ö s uitge n können C ann

z . ]3 .  n i  t  d -e - r  S i ' i o i enscnen  i ,Te tho ie  be rechne t  vue r :d  en .

Au f  e inen  d iese r  i i ege  benü tz - ;  i nen  i i i e  Ä r ibhne t i k  kub i sche r

Körp er  :

So f i i l i r t  be:Lsp ie ls 'ure ise c i ie  Gl -e ic i rung -12 = + f1- j  c lurc i r

; i rbe i  Len in  {8  ( ' , I  )  ,  , t  1=6 
r  

'Ut  ree l l  ,  auf  C ie  be id-e1 i rormen
7 / t  t t  . ' \  - )  a

-+x2Y-Tt+ und. x4 -6N1--rt^+x-j t-r;y4 nit  cr-en rnvarianten 3 n=o,A:  
c le r  D iskr i r ; r inan te  -16 .9 .2 ' / .  (s iehe l l i t . zB, )

|  - 2 .  , . *  r,J  2= )  und.  c ler  D i  skr i rn inant  e  -1G.9.2 '7 .  (  s i  ehe l - , i t .

Auch c i ie  Gle i -c i iung yZ = X1- ,7X+1O kann c lu_rch l lechnen in  ( )  1 .J ,7 ,
l r v' ü '  : :ee l le  l {u l l s te l le  von x ) -7x+1o,  au f  ?  b iquadra i ,1sc i re

Formen zurückgef i ihr  b vrerd.en,  vol t  d.enen zvte i  d- ie Invar ianten



76

ra1 7 
n-1 

5
J 1 = f r ,  J Z  =  

6  u n d d i e D i s k r i n i n a n t e  - B t  u n d d i e

übrigen ft inf ci ie Invarianten J1 = 28, JZ = -4O und d.ie

D iskr in i inan te  -161 .B j  haben (s iehe t i t .4 - ) .
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I I I .4 Bi.gu.adratiqch-e Forryen mrl_tJe$ati_ve-q Diskriminante

sei  h( , { rY)  !  =  uu,ot "*^r r1Ki i . {+^r r r * 'y7+u1 
, rx- { "*uoru"u 

evf | ry |

eine i r red-u,z ib le  b iquad. ra t ische Form mi t  negat iver  D iskr : i  =

rn inan te .  t i i r  v ro l l en  d ie  d iopnan t i sche  G le i ch rung  t i (X r f )  =  1

n i t  der  S]<o lensc i ten l " le thod-e 1ösen r - rnC rnu l t ip l iz , ie ren s ie

r l azu  m i t  a  '
4 r o  '

V e r m i i r e  d  e r  T r a n s f  o r n a t i o n  f  * l  =v  v !  r i r v t )  v  v _ v !  r r  q ! ] J I  \ - / I  
.  

I  
. 1' ;u," ' )

, v

, X .(. .\, / ertlal. t en
I

v,rir dar:aus

f (x ry )  f  =  x4+b= nx iy+b,  
"x2y22+bn 

- rxy i+b  ' ,4  t
) , 1  t  c r l  r t 2  o r 4 t  

=  * 4 r o

mit- bj i ( ,, i '  .
r l J

f  i s t  ebenf  a I ls ;  i r r  edu.z ibe l  mi t  nega i iver  D iskr - i -mina.n i ;e  un,1 ,

f (X r l )  ha i  t l es ' ] deEen  z r , re i  l r ee t l e  und  Z \ r r€ i  komp l -exe  i r ru l l s -1 ;e l i en .

Se i  7 t  e ine  Cer -  ree l l en  i \ u l l s te l l en .  übe r  K  i  =  ü  (  j '  )  v i i r :C

d a n n  ( 1 1 )  z u

iq (x -Y . r / r )  =  A  t' )  =  ^ 4 _ r o '  .  ( 1 1 + )

l {ach ( r i i  .  5  rKap.  r r ,  52 o  Kor :or lar  z ,v  , ia rz  i l  g i_bt  es  im

l : -  l , l cd-ur  Z [ " i ] t=  Z  +  7 t \  +  Z ' i 'Z  +  V- 'J ,J  nur  end. l ich

v i e l e  p a a n { e j - s e  n i c h t - a s s o z ü e r t - e  Z a h l e n  
I ' 1 ,  . . ,  ,  / - n

nr i t  cer i forrn &t,  ^1 .
T t w

D e r  l i r i c h l e t s c i r e  E i n h e j - t e n s  a t z  ( L i t  . 1  r K a p .  r r ,  5 4 ,  s a t z  5 )

h o q n 'r  ^ aß e s in 7- l : i ' l  genau zwei Funclarnental  einhei tenv v u * ö u ,  \ _ r c

a r at  1 und L a gibt,  sod aß sicir j  ed.e Einhe j-t  t  in 2z [fJ d_ar=

s te l l en  l äß t  a r s  f  =  + / -  € rn "  €z *o  m i t  Do rmo  €  V  .

Somi u* hat j  ede ZahL d, in Z [V] miü d.er iüorm uu 
ro, 

d. ie

G 1 )



i { r f i l  r  r  I ' { r r n t  . . -  r  S
/  \ ' - Z  )  . 1  i : 2  =

r - - r  1
J  ! '  i  

\ "Y '

F - -  i r  r  k z n r r  r c * -  l  - ,  l r l l ] l r

+_=, P t ' t1  \k  )  + P : . r ,2 \ l  )

- 7 8

€zW m i t  Do ,  mo€Z  und

l r - l  \
-t\ -- v

I  - 1 )

Z V

\/*- t- T]o

I  i  - 1
I

\ r '  I

i  h ) '

i r d  a l s o

Gesta l t  d -
L , '

G} ei  chung

= +/_

(1,t" )  w

(15)x_Yd = +/_ Y-. t 1n € 2^

n  =  l r ( f - 1

Ura d . j -ese Gle ichung in  n  und.  m über  /  z \ t  lösen,  v rä i r len

v i i  r  e i l re  Pr imzahl  p  (ob s j -e  d ie  spät -er  benöt i -g ien Voräu.s=

setzungen für  d . ie  Anwendunß von Satz  12 oder  i la iz ,  17 € l r=

fü I l en  r v j - rd . ,  b le ib t  j e t z t  r l och  f  rag t i ch )  .

l i l ie  in  tseweis  zr7  Satz  5  schon er läuter t ,  g ib i ;  es  \ , , iegen
NT

t -  
r ,  

f  
Z ,  tn*  i ia tür l iche Zahlen I ' {  und.  l { ,  sod-aß €rL ' r  "  I  rnod-

,  / -  I ' 1  a  * ^ r  /  < - i {  4  - ^  -  . l { - n . -  }  -  ' . 2  ?  - : . - ) i l ' , ; t i \u n r i "  L , " : = 1 n o d p  ( i ' 1 - ' * 1 t ' p A 1 t  f r " = r + p , 1 2 i  , ' i 1 t l \ Z ( -  ! - L i - i  ) .

i , / i r  se i  ze f l  n= i {n t+ i :  unc l  m= l {n '+s  m i t  r  €  {  O ,  .  .  .  , i { - 1 , } ,
t l

s €  {  L l r  . o o  , I r - 1  )  u n c  e n t w i c k e l n  , , ^ i , , t , , , , t t , l e *  
f ü r  . l  e , } . s g

r  u .nd-  s  in  e ine über  / / , . ,  g le ichnäßig  honver i jc t rbe fn ter -
i'

o o l a t i c n s r e i i r e  :

( ' n .
C n  i = - . r

t a
I
{ / L

c

r eÄ ( - u
c .-'r

a

, ) '  1 :
, ' '  )

r t 4
i ! ' - /

Ord -ne t  man  d . i ese  Re i i i e  na . ch  de r  , - , t ^ -B*s i s  ( 1  , , ) ' r i i ' 2p
\ r , )

von  K^  ,  sc  e rg ib t  Koe f  f  j -  z i en t  enve rg l  e i ch  i n  ' J  -  und
-L/

.  / - z : - \  .  / \ a  .

i n  ( 5 t  )  e i  n  G l  e i c h u n g s s y s t e m

..t:yJ / . \

n V  f  ( l - l r r s ) ( n ,  . , ' , t )  :  n, /  y  a , r _  \ r r  , I i l  )  -  \ J

"i- 
=O Y

- t t t l t .  ( ;  - l a  - \

L  p v  g , , - t r t ' t " ' ( D t , n o t )  =  o
'f l=O \



m i t  t r ( i , r r = ) ,  * n - ( i , r , = ) c -  y e l " ' , * _ ?  f ü r  a l l e

/  )  )  t  I  - ?
i e  t l  , . . . r n j r  r €  ( o r . . . r l { - 1 / ,  s € t  o r . . . r l ' 1 - ' 1 )  .

S i n d -  f ü r  f ^ ( i r r r s )  u n d .  u ^ ( i r r r s )  c l i e  i 3 e d i n g u n ß e n  v o n  S a t z  1 2
o  " o

erf i i l  I  i ,  -  so kann eine kl  e ine obere Scnranke für ,L ie i+nzahl-
V ! I u J I v t  u

Ä a-n r .Äc ' , ' " ' ,1eT1 in  7 
2 

angegeben l , lerd-en.  rn manchen ! 'ä11enLl- \ - ' I  -UV D LI I I f  ' -

i s i ;  es  sogar  mög t i ch ,  d ie  Lösunge ] l  den  Re ihen  d i rek t

"  abzu lesen"  o  rucd -u rch  rnan  a l so  sämt l i che  ganze t l  Lösungen

/ - r - \von  (1 ,  )  e rhö  l t .

- 7 9

- !

I in  Bejsp ier :

Di  e  für  d- ie  fo lget r r le  Gle ichung benöt ig ten Ft rnda inenr , -a le in=

i i e i  i ; en  en tnahn  i ch  w ie  im  i l e i sp ie l  1  z i )  ,Sa tz  11  de r  19SZ

ersch ie l t enen  Tabe- l i e  vo r l  I "1 .Pohs t ,  i ) .  i / e i l e r  und .  ä .? . ,ass€ r r=

naus .  i l asse lbe  g i i  i ;  f ü r  d io .  Gan :zhe iusbas i s  c ; -es  zü . , ze i , ö r i sen

21air lkö:cDers K.

Llei  f  r  =:  xt l  + 
-{1 

+ ix -1 ni i t  oer Disl" ; r in i -nani ;e -T'1,  c i . ie

d -e f i n ie ren ie  G l -e i - chung  f i - i r - '  K  :  -  ( i  ( ; '  ) ,  
_ f  

ree l l e  i , I u l t s te t  l _e

v o i r  f .  K  b e s l t z t  d . i e  G a n z r T e i t s b a s i s  ( ' l  ,  J , ,  j r r - ! 2 r ) < l n T j - ' *  j r t ) )

unc l  t l i  e  b  e iden r -nnda. inent -  a l  e in i re i t  en f  l ,  
=  

:  ,

{ . .  i =  i + i +  } ( * z ( 2 r - ? 1 )  =  2  +  1 . , +  ? 2  +  1 , , 5I  . )  l '  
-  

)  )  /  2  )  
'  

J  ,  
2  )  

-

3a)

3 7 )

' r i i r  l -ösen die G-l_ei_ch"ung

y4 + X1y + r{yi y'l = 1 )

d i e  ß l e i c h v r e r t i g  j . s t  z v

X - i Y  =  + / -  f 1 n [ ? ^ .

. , r r -s  is i  €rO -  1+4.(-  f  n  !2-  f  
. t )  

und_

{ . 6  =  1 + t r ( 1 2 +  ?  + 5  ? Z + t t -  e i lz  
'  \  - *  

t  |  , )  /  o
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h i i - r  se i  r ' eT1  a l so  n=6n '+ r ,  m=5mt+s  m i t  r r  s  €  f  o  r . .  .  , 51  .

Dann is t  t  1n € r_^ : j  t  1"  {  ru mod +,  unrL f  , '  €  Z= hat  in

d.er i3asis von ff t< eine . l larstel lung tr" € ?_u 
=

a + b  
f  

+ " ( f  *  
f ' ) + - d  * f r * z f  

' * f ' )  r n i t  a , b , c , c J .  €  z .

\ , / i r  k ö n n e n  C i e  F ä l l e  a u s s c h l i e ß e n r . i n  d e n e n  c  o d e r  d -  n i c h t

kongruent  O r :od.  +  is t .  Schre iben wi r  €  , "  €  Z '  in  d .er  Fo =

t e n z b a s i s  ( 1 - ? - ? 2 .  ^ 4 '  - - n r - ' ' 1
. ' , r J  t )  ,  j t - )  v o n  t - L ! - J  r  s o  b e d e u t e t  d a . s :

.  r  .  s  ,  d - .  ( b + c ) r , r +  
)  

k p i  . v[ . [  [ 2 "  =  ( a +  
ä )  +  ( b + c ) f  *  ( c + d ) f ' ' '  +  c  r

=  a '  +  b r 1 : : '  +  
" t  f  

' -  
+  u ' f  l  r n i t  & ' r b ' r c ' r a t ; ( i  )

v i o  u n s  n u - r  C . i e  F ä I l e  i n t e l t e s s i e r e n o  i n  d e n e n  & t r b t r c ' r J ' * 7 -

unC ct  = O rnod-  1 i -  und C r  j : ' -  O mccl  2  g i l i .

I c h .  h a b e  E r '  € 2 u  f ü r  a l l e  r r s  €  i ' o r . . . , , j )  b e r : e c n n e t  u n d .

g e f u - n r l e n r  r l a ß  o b i g e  ; i c r i i n g u n g  n u r  f ü r  ( r r s ) , , .  i ' ( o , o ) r ( ' l  , o ) ,
\

( 1  , t ) j  e r f ü l ] - t  i s t .

1 )  ( r , s )  =  ( o , c )

'u / i r  eniwickel-n t  1n , l  zt"  
= , t  ,un'  t  , '^ t  in c l ie auf ) /_,

g le ichnäßig  konvergen ie  i ro t  er \z , t :e j_he

4i ' (  -  f  + f  
' -  

f t )kcf i ' )  = 4L(12+ r*rf  
'n ' r- f  '>oci l j  'nd.

ordnen  s ie  t rac i r  Po te r l zen  von  f  :

Erun' t r '* '  
- 

!- ' l  *,r.12n, ++2 . . .J
f - ^

+  L , + ( - n ' + m '  )  + 4 t . . . _ l  ) '

+  [ u f n ' + 5 r n ' ; + 4 2 . . . 1  ? 2
t '

+  |  + q - n  , + 4 m ,  ; + 4 2  .  .  . - - ' /  

'  

{ r i

E s  f o l g t :  ( n t + 5 m , )  +  4 . . o  E  O

<V

)
_!! = \,

( - n ' + 4 m t ) +  4 . . r  r  O  .
Ga)
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Da det

S a t z  1 5

( o ,  o )  .

soni t  d .

2 )  ( l . s )  =  ( ' t . , O )

i l ier  ist  g ^6n'  +1 q- -6i ' t '* 1  - 2

+

a l s o  ( - n t + i t t  ) + 4 .  . .  =

( ? - n t + r o t ) + 4 . . .  =

!  4 1 )  _L ia  de t  i ; '  . ; l  =  - t  , l '  o  mod

( C , O )  .  S c n j - t  i s t  j . n  ( j T )

( r j r ;  )  t "  i ne  Lö  s  un  g  e rg ib t  .

Syst ern

Lö s ung

X - f Y =
/ - = r \

v o n  \ i o  )

( rc )  nach

- _ )
i-n L-* , näinl i ch

+/- 1 und-

, P Q
I

A

j "

\ ) Y  )

e n a L l  c i i e  L ö s u r l l l

-  r , . rns r  e l re r  fü r
t  

1 Y  q Ä J  q l r v !

7

j - ,

(40  )

2 ,  s o d a ß  ( 4 O )  g e n a u

für  (17 )  bed eut  e t  d .as

oraus wi r  fü r  ( lO )  Oi -  e

r ,h .q  I  t  on
v v r r a

Ä - ^
Lt d. i)

ine

us

n \

/ n  - \

[  |  2 I  o --r  n mnÄ )

[ - r  + l  =  e  #  o  ncd  L )

+ i3enerku.ng t hö cirst

l l i i :  (1 '7 )  ergibt  s i  ch

ie  be j -den L ,ösu.ngen (+

J-r ^ -{-
I t ( 1  U

ens e

Ä  ^ n ^
L L d . I  O ,

/ 4
/ -  r t

[ +< -n f+4n i ' ) ++? : . . : ]

[ l *+ . in '  ++2.  .  . l  f

[ + < - n ' + m  
t ) + t { 2 . . . J

[ u C 2 n ' + m  
' 7 + 4 ? - . . . ]

O O

It r : J

--l
I a|,

i /. l  i
J

"", )
! i,?

* r l.;

2,  ha i ;

- {  n 'y 'rL -  
I -  

t

3 g )  g

/ ,^.4-/ - f

' s )  ( 1 . . " ) : _ - ( 1  . i l -
! - ' 6 n f  + 1  (  6 n ' + 5
" 1  { ' a  = i - )

1  2 + L +  ( - t r r + 2 B n '  ) + 4 '

i* /)
l n  t ,  /  |  ^
!  i  1 - L + (  n '  - L , r t n  |  )  t / ! '

l _  
'  ,  

\ . .  |  ( _ i r r  
) t  I  I  a  a

l ' '  /  '  r  \  , , 2I  l t ( i t t  _ u 4 4 r n l
l -  \ . '  ,  ,  " , " ' ) + t l  . . .

+  , " r . 9 u t * + 2 . . . * l

a l s o  ( n t + 1 1 m t ) + 1 f . . .  =  O

9 n t { - 1 + . . .  =  n

' v i i ec te run r  i s t  d .e t  ( :  11  
)=  g  *  o  mod

\ u  9 /  - /  r

e j - n e  I - , ö s u n g ,  n ä m l i c h  ( O r O )  U e s i t z t .

A - l t  =  + / -  { a E r j  =  + / -  ( 2 + ? ) ,  \ {

be iden  LösunEen  (2  r -1 )  und .  ( -2  11 )  e



B2

Es gil t al- s o j-ns ge s arnt :

D ie  Gle ichung x4!  x ly  -+  txy i  -  y4  =- l  hat -  d . ie  e inz i -gen

ganzzahl i -gen Lösungen ( ]-_O_)-.  ,G1rO),  _(2r-1),uncl  (-2,1) .

v /e i tere  Be isp ie le  d ieser  Ar t  f lnd-en s ich i -m Ani rang.
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I f I . 5  Kub ische  t r ' o rnen  m i t  Dos i t i ve r  D isk r im inan te

\' i  äiuend vrir Gl ei chungen f = 1 ) f kubi s che Forrn mit i le g&=

t i ve r  D isk r im inan te ,  du rch r  e ine  ' r d - i rek te ' r  Anwendung  des

r {n r rn  i : c  n } ' . , z .qs  1  ( . s i ehe  Ee isp ie l  1  za  ,Sa t  211 )  1ösen  können ,1 1 U r r p  v r r q v a v

" r  q r  r ^ l r  e q  i  e d o c h  f ü r  G l e  j - c h u n g e n  f  =  1  ,  f  k u b i s c h e  F o r n+ v  v  u + v \ J  u

n i t -  pcs i t i ve r  D isk r i n i -nan te ,  n i c i r t  mö91 ic l i .  Das  l i eg .b

I  '  3  f  i n  c l i e s e n  l ' a ] l  c l r e i  r e e l l e  t { u l l s t e l i e n  b e s  t t z tr l  ,Q Yr t ]1  r - i  q  l 'u  u r r

r r h ^  r r n n r ' ^ " e 1 1  d e r  l ( i i r p e l  G . (  e  )  Q  e - i  n r .  d - e r  I ' I u l - I s i e l l e nu - r . I t r _  L r u b v r ' U f l r u r r  \ r s ; r  l . \ w r  -  . J  )  S  
\  

U I I I e

vcn f  ,  genau z le i  , l lunCarnenta l -  e inhei t  en hat  .  i ' Ian käne r re i

,J  er '  "d i : :ekte l l "  Anrvendl ln i . , i  d .er  Skolemscnen i , ie i - i ic r j -e  auf  Gl-e i=

c i ru-ngen r j -e- i : :  Gesta l t

TY- - , - , , ko  (n t  , . . . , r  )  ( )
L * . - .  Y  r k \ i r  t 1 : l  )  -  ' . ' , '  

,
l < - 0  r \

n  e i n e  P r i . r n z a h l  i - r - r i d -  f . , - €  O : ^ I " '  , - ' ' /  Ä i e  n i c L i t  u n b e d . i n g t- y  j -  !  r : r r u  q : r r  L , - r r u  _ -  
l {  

_  
" l )  , _ r .  7  t r L  - . . t  ,  s r

end- l ic i r  v i -e le  L- ,ösungen h i ; .ben i l t i ssen.  i ' Ian  i r i l f t  s ic i r  h ier

m i . i ,  t l e i r  f nva r ian ten t l t eo r ie  kub ische r  Fo rnen  i ve i t e r  ( s j -e l i e

f f l . 2 . r \ ) ) .  i i s  L res te i i r  j a  zw isc i i en  f  ,  -D ( f )  und .  c len  be i -d -en

Kovar ianten i i  un . l  a  d j -e  i3ez ienung

Q ( x , y ) 2  = i + r i ( x , , y ) i  z T D ( r ) r ( x , y ) 2 .

I ' lan  sucht  a . l -so  zuers t  d" ie  gan zzanLigen Punkte  auf  c ler  e l l lp=

t i schen  i {u rve  Q2  =  +Ht  +  k  i n  F {  und .  a  n i t  k  =  -Z7 r l ( f  ) 12 {O,

l^ l ie in l l l . t  besprociren l , rurd.e.

r s t  ( i l o r Q o )  Q V - 2  e i n e  d - e r  L ö s u n g e n :  s o  e r h ä l t  n a n  v e r m ö g e

r l o . r  S r r q J - r : r - n s  t S ( X  y \  =  i {u v u  * J  u  v v u l \ J  r t \ J \ ,  f  / /  
O

( - ) fY  Y)  =  r )Y \ r . ;  r  7  Y o
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Lösungen  von  f  (X ,  Y )  =  1  (H  i s t  e i ne  quad ra t i sche  Fo rm) .

B.e:. spJ- el :

f  (x ,  Y)  = xt  lxYa Y1 mit  d.en l {ovar ianten

H ( X , Y )  =  9 o 2  +  X Y  +  
- f )  = !  g i l ' ( X r Y )

Q(x,Y)  =  z \ (x t  +  ax?v +  ix ' f  v1)  = :  z le ' (xoY)  und D( f )=81 .

v i i r  e rha l i en  rn i t  f  (X rY )  =  1

.) ,) t\ 11

2 '7 ' -  Q t  
-  =  1+ .9 ' t 11 r  )  27  .  81  ode r

. v

Q ' 2  =  + - , Ä , 1  j  ( q - 1  )

I i T . T z a n a . i < i - s  ( s i e h e  L i t . 2 8 )  f ö s t e  c l i e s e  e l i i p b i s c i t e  K u r v e

19A+ durc i r  t?ückführ : t rng auf  d ie  be i -den b ic luadrat ischen

irornien -4xjy -1y'{ = 1 uncL ;{ ' l--Gx2y2-,+;{:r 5 -ttu = 1 Lni-t d.en

Di skr in j -nan t ,  en -16..)  .27 und. f  anC d- i  e e i  n z, i -g;en ganz en -P unk u e

( + / ^  1 1 1 ) ,  ( + / -  1 ' / r ' l )  v c r i  ( t l  1 ) .

I lr kan ciarnit ai;.f i l ie St, 's' i ;eme
. 4 " ) ' ) A ) ' )
( X t t u l X ' Y + ) , , , .  - L  ,  ^ = + X f + y ' )  =  ( 1  , 1 ) ,  ( - . 1  , , 1 ) ,  ( t , i r T ) ,  G ) 7 , , , 7 )

u n d  e r i r i e l i  J l ü r  f ( X , Y )  =  l  c i i e  l _ , ö s u n Ä e n  ( ' 1  , O ) ,  ( O , - , ]  ) ,

( - 1  , 1 ) , ,  ( 2 r ' 1 ) ,  ( - 5 r Z )  u n c l  ( 1  , - t ) .
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I I f .6  Formen fünf ten Grad.es in  d . re i  Unbest immten

l l i t  i { i l fe  der  Sätze  12  und 1 t  lassen s ich  auch Gle ichungen

d.er Gestalt  i {  (X+Yil  +28 ) = 1 be}rand-eln, \ , /enn J und. J
. 1 4

zweL U(  - l inea. r  unabhängige ganze Zahlen e ines a l -gebra iscnen

Zahlkör .pers  K fünf  ten ( } lades s ind,  wobei  K genau e inen

ree l l en  kon j  ug ie r ten  Körpe r  bes i t z t .  i l enn  cann  g ib t  es

nach aen Di r ich le tschen l i inhe i tens a tz  i -n  K 'z ) te i  i l runde i  n=

lr  ei  t  en, soCal i  r ran naci . r  Vervol- l ,gtändißung clcs )Z - l , loclr , t l  s

( l  t l l  ; ; t >  v 1 i  l n  . , i 1  n  r )  r \  \  r . - *
, / \ , ,  v  t  , '  /  z L L  

, { 1  ,  u  ,  v  ,  - - 1 ,  A Z /  d u r c h  K o e f f i z i e n t e l - l =

verEleich in L)n urt t t -  t -J.  anal-cg rv ie in f l f .4 zLL einer l rv  v + i ) a v r v r r  

I  a

{ } l  o i  r - h r l  i r c r q  
f ' > J

\ r r v - ! - \ r r r u ! r 6 , r S Y S f e n  
T -  ^ . f  i .  ( - [  - , . \  

n
/ - '  P  ' \ - -  \ r ! t - L /  -  \ - ' l

! ' = O

_:"1- r/ -,. r  - , - .u . r ,  ( f  y)  = O/ _ _  1 1  b , , _  \ r \ r : /  -
. i ' -  =O r

ge lang 'u  (p  Pr in i zah l  ,  f  v -  r  g r -
-  - - - t  \

L - j  ) .

so  bev , i i es  , Jko len  be i sp ie l sv re i se  fü r  I {  !  =  6 l  ( . r '  )  ,  , , , j 1  ree } le

i ' ru l rs i ;e l le  von x5-2,  c laß i ' { (X+y i  +2" ; ' '2 )  =  t  h .öchstens 6

t - ' i i c r i ? 1 . ^ r ^ n  i . n  / -  '  b e s  i t r . ' c  ( t i i - . 2 0 ) .  D r e i  c . a v o n  v , r i ? u e n  j - i t i n-r.J L/ i) Lr tlrf u I I -L

bel<at ln t  und er  vernute te ,  da13 rna j t  be i  gee igneter  l , /a l r l  c .e ; i r

F r imza i r l  p  bev "e i sen  } i önn te ,  daß  es  nu r  d - i ese  c l re i  f ösu r lge ] l

/ - J _ U  V .

1977  kcnn ie  A .  t 3 remner  (  s i ehe  L i t . 5 )  Sko l  ens  Vermut l l ng

bestä t igen,  und z \var  d-u : :ch  verwend.ung d .er  l? r imzah1 251 .

E r  s ie l l t e  f  es t ,  d .aß  251  e j -ne  d .e r  e rs ten  P r i rnzah . l en  i s t ,

d ie  in  K vo l l  s tänd ig  in  e in  Prod.ukt  von i r r in r l i v iso l r { ln

e r s t e n  G r a d e s  z e r f ä l l t .
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Das ireißt z <2l.r) = ^l t ,

P,e stkl as s enkörp er VW/ "f i

t r s  i s t  f r ag l i cho  cb  c l i ese r  Ta tsache  e ine  a l l geme ine  t i - e fe re

tser leu- tung zugrunc le  l ieg-u  od-er  ob es nur  e in  t t .Zufa l l ' r  i s t ,

r r  o { r  . r ' c . ' ö rechne t  m i t  d_ ieSer  P r imzah l  das  P rOb lem ge löS t\ l d . I J  c j . L - t D L i U r  C U - L l l " I ( t  t /  l l t l .  t /  \ l - I U ! ) ' J I  I  -

wert i -en konnte .

'Da 
s l irrzebnis von i jrernner I au-i; et : d-i e Gl ei chung

v  v  r f

w (x+'ri' +z ',1'.2 t : x) f?ty5 +t+!,.5 aor!?z+lox2vz2 . = I hat c1i e

ernzi-gen ganz z,ahLiEen Lösu-ngen (1 .  O-,  O), .  ( {  J .  OL l ind (1-.  -2i1 ) . .

-  " { )  -  wobei  d ie  Grade dero  , r ,  t  
/ ' k '

L ibc r  Z /2 i1  a l l e  g le i ch  1  s ind .

In  änn l i - che i :  i , l e i se  l assen  s i ch  ve r ' nu i l i  ch  du rch

i ' iahl-  von Llr i inzahlen die fo-165end.en zv l (  = Ü! ( f  )
' I  
. i n r . r n c " l  o i  f . i - ,  r r - - . T A n  I  ä - ^- *  - , _ u n g e n  r c s e l l :

N ( x+ Y J' -rz "f 
" 

) :: x5 +2Y5 -r'c)|5-eoxi 7-,J +1a):2-{?- 7., = 1

* ' )  q Z  I .  r : '  r -  7  )  )

i , i  (7 ;+Y " / ' ' 1 -7 , ^ ; l '  t  )  =  t /  +11- - { )  -F8 '1 , '  -1AXt  {7 , *2O" { I  
-7 , ' -  = '1

l i ( Xr-Y ̂i i t-z r,-'1i , = x5 +Z'il) +'1 6'25 -1ox1^IZ+2a)iY2 z?- = 1

: - )  * ) t  t r  f .  I -  7  )  )

l l  ( ) ' + ' { ' , t ' -+ ' / ' ^ , " ' -  )  =  - { /+1 lY)  116 ' / ' ' '  -ZOXY)Z+2OX' {Z ' -=  1

" Z  
' . 1 J . .  q  q  r i  7  )  )

i{ ( },+Y 'r i '  ) i- '1-, ' . ' ' . ' '  
) == l/ +BY) +1{>'Z) -.t l  OX'{Z-' +?-OX'Y-'Z - 1

i  - -  ^ + ^
S U U I S I I U  t / U

r r o h ä r - o n r . - l  o n

( 1 1 2 )

( tt-z't

/.'L-.1 )

t / I - - )  l

\'+() ,/

Slro l -  ern  ( t i  b  .20)  ianC für  ( t l  Z)  1 iö  chs b  ens + ganze Lö sungen,

fü r  ( / t ' t )  - " -  1  t r  -  ,

f ü r :  (+ l+ )  - " -  i  r r  
,

f r , i r  ( .4 -5)  - " -  1  tanze Lösung

unr i  f i i r  (+6)  - " -  1  r r

r . , n r r o i  j n  ( L l Z )  ( 1  , O r C ) ,  ( - 1  , 1  , O )  u n d  ( 1  , 1  , 1 )  ,t t v r / v I  I l a  \

i n  ( + = ; )  ( 1 r o , C )  u n c ;  ( - ' 1  , 1 1 1 )

u n d  i n  ( t r + )  ( 1 r O , o )  u n c l  ( - ' 1  , 1 r O )  n e k a n n t  s i n d .
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I V .  S C  i J L U S S B t r I { E R K U N G ] I } I  U i { l ]

B E l,/ E I? T U I{ G D tr R S K O L E i'i S C i{ E l{

F l E T I { O D E

fch  rnöch te  i n  d iesen  i i ap i t e l  abscn l i eßend-  noch  e in  paa r

nennensv ler te  Ges ic i r tspunkte  der  S i , ;o -Lemsci ren i ' {e ihcde er=

wähnen  und  i rbe r  i h ren  b i s  ] reu te  geb l i e l ; enen  v ie r t  sp rechen .

Ic i r  g la .ube,  nan icann d-a j re i  c l ie  Arbe i teü S l<o lerns i rUer  d . ie

p-ad ische i ' ' le thod.e  nach zwei  i? ich t l in ien unber .sc i : .e id-en :

1)  Ihr  E in f l -uß auf  i ie i te rentv i ick lun$en inne: :ha. lb  c ler

Tneor ie  . l e r  c l i op l ran t i sc i ren  G le i . chu r i i ; en .  Skc l cn i  ve rsuc i r re

unter  anderem,  den be l 'ühra ten Satz  von l lhue übcr  i i j -e  l in r i l i ch=

re i t  der  - t . ,ösungsa l lza .h l  b inärer  l 'o r rnen auf .For i lcn  i i i  ineh: :

a ls  zv te i  Var : iab len z ,ü  vera l - l - i - jene ineL:n .  In  se j -ner  le . i ;  z ' r .e ;n

irr i ;e i t  , . iber '  , l ie p-a.cl iscire i ' iet l :cc.e ( . i l i t .Zi)  i je l .e.ni . , , te er l

c-labei za einern 'nti ci i  i ; i i , !€n .ir:13ebni- s , ,- j .as spä-i; elte j ' jatirena-u-i- j<er

iv ie Olaud.e Ciraba.uty uncl  l io l f ; ;ang iJciunidi-  zLL ej .neL: ' /ernutu-ng

veran laß ' ;e ,  d ie  in  c inern Satz  von Schnj -d t  aus i le i t  i -a . r t l .e

1971  ih : :e  i i esbä t i gun6  fanc l .  f c i t  ' , ve r : r i e  späber  noc i i  i { enau .c r

ia l 'au . t '  e inge i ren.

2 )  L re r  n rak t i sc i re  i i u i ; zen  t J .e r  , : koLe insc i ren  i , j e t l t o r , i - e  z ,u r :

Lösung kot rkre t  ge i jebener  r l iophant i  sc i rer  Gte i -c i rur1 . : ;en.

Di e r :agen ,  dj_ e si  ch i : . i  er  er j :eben ,  s in<i  i

L I n  I . i ^r r \J  r - r - r :öurr  d ie Grenzen c j .er  : inv lendi , .arkei t  r . i ,er .  i ' je tncCe?

f i e l c h e  S c h i v i e r i g k e i t e u  k t j r i n e n  b e i  l l e r e c h p u n g e l  a u f t r e t e n ?

' r i  od .u rc r r  ze i  chne i ;  s i - c i r  c ie  i . re thoc ie  bescnc le rs  aus?
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I c h  v e r s u c h t e  i n  r l i e s e r  A r b e i t  i r a u p i s ä c h l i c h  a n  B e i s p i e l e n ,

e inen  j i i nb l i ck  i n  c l i ese  r i l agen  zL r  geben .  \ ' i i e  Cer  Lese r  v€ r=

nut l i  ch  s  c i rou benerk t  haben rv i rd . ,  muJ3t  e  in  a l l -  en Bere chnun=

ECn von Anf  ang an e ine iv i  c i r t ige  Grundvoraus s  e t  zvnE er f t i l t t

se in ,  näml ich d" ie  i {enntn is  c ler  Gr :und-e in i re i ten d .es  in  L : ' rage

k o m r n e n d . e n  K ö r p e r s .  E e i -  a l l e n : 3 e i s p i e l e n ,  d i e  i c h  i n  c l e r

L i tera tur  f  i  nd .en kcun ie ,  v raren in  Grunr le  ger lomrnen d . ie

Re chnungen z,u{ '  Au"f  s bel lung eine s Syst etrs von Gr:und-eini te i ten

d ie  aufv ienc i rgs  ben.  i {an könnte  noch e ine se j i r  BrqJ3e 
'Za l t t -

d iophan t - j - sc i re r  ( ; 1e i - chungen  l t e l i eb ig  hohen  Grades  und  i n

be l i  eb ig  v ie l -  cu  
" /a i : iab len 

n i t  ,Jko lens I ' f  e 'uhoCe lösen,  \ , i  en i l

lnal l  i l i : .s i r robleia der r-rerechnung von i l i ; .nd-t ; ,nenta- l -einhei_ten

in  den  t i r i f f  bek i i i ne !

I i ne  t ; e i t e i : e  s i i l l -  sc i r i , i e i . genc l  ange i t c ju ; te i t e  Vo rausse t : : r l ng

oc i -s r  i I ' l -e j -ch i ,erung,  r i i -e  ic I  i .n  i r ie j -nen j le isp ie lcn n ' ]ach. i ;e ,

hlar f  o ie;ende :  r l j -  e i le j -sp. i_ el  e v* i  aren in iner vcn d-er Ge s i ;  a. l_t

i { ( , t l ' , ) . 1 *  . . .  - i -  l { n r ) r . , )  =  1 ,  a l s o  r n l t  1 a . r i . f  c e : :  r e c h i ; e n  i e i i e

s la t i ;  a l l [ {e ine j -ne i :  j  r i : -enc ie ine Eanze 
'Zah1-  h .  D ie  , . ;chv l j_er iq=

i i e j - i ; en ,  c i i e  j - c i r  c ;abe i  L rnge i ren  1<onn fe ,  be t ra . fen  c l i e  r l e rec i r=

i . | rLng e i  nes ; jys i ;e i ls  p&Brv i  e ise  n- i -c i t "b-a i js  ozü e  r 'uer  z ' ,a l t - len
' i - l  

,  .  -  r  ,  
' / t  -k 

ni  i ,  , ier  l io ln i r  i in betref  f  encen -{  - l ' iocul .

i ( ö r l n te  i nan  auc i t , l i eses  i ? r ' ob - l -e rn  au f  " ve r .nüu f t i ge ' r  t , , e i sc

1ösen ,  böLe  s - i - c i r  e ine  noc j r  g rö {Je re  'ZahL  vcn  G}e i c i i pnse t i

zr l t :  i ,ö sung &o.

-Der  c in fachh,e i i ;  i ra lber  ver i^ /e l r , , .Lete  ich  in  a l . t  sn  Be isp ie ien

aussc i l l  i eß l i c i r  r ee l l e  7 - ,ahLkö rpe r ,  i n  c lenen  d - i e  Grupne  c re r

ä inhe i l ,s l ,vu l rze ln  E.  nur  aus den l l le inenten +/ -  l  beste i r t .
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E s  i s t  a b e r  i . a .  n i c h t  a l l z u  s c h r v i e r i g ,  a u c h  G l e i c h u n g e n

- r  - :  ^  ^-^LU - r -ub r - - r r ,  d ie  zu rück fü i i rba r  s ind  au f  i ' {o r rng le ichungen

x 1  e 1 +  . . .  +  X n l J n  =  
f  

f  , n n o  , , ,  o  | k n * " ,  w o b e i  
J  

e i n e

komplexe E in l r .e i tsv iur  zeL e ines Zahlkörpers  K is t - .

I s t  K  b e i s p i e l - s r v e i s e  e i n  b i q u a c l r a t i s c h e r  i t ö r p e r ,  w o  a a s

c le f i n ie renc le  L . -o l ynon  f  aussch l  i eß l i ch  ko rnp lexe  l ; / u rze : -n  ha t ,

so ]<ann { {  (Ef<)  n i ' , ,  i l i l f  e  d  er  Galo is t i r .eor ie  re}a t iv  l -ercht

id-ent i f i  z iert  vrerc ' l -en. Für f  = X4+ a.nxt+a]{2 'ra=X+a,,  und e' t  / .  2 + J

e i n e  l l l u l l - s t e l l e  v o n  f  h a t  K  =  d ( f )  i n  C i e s e i l l  F a l l e  g e n a u

e ine  Gru r i c j . e in i re i t  € ,  ün . i l  c i i e  Gr ; chuug

rL 7.\ ,Z_,2 
+ a_)i{i + A _o,r = 1 fi i irr.u auf, { '  +  a rX 'Y  +  a rX*Y '  

2  
*4 - r  =  ' l

t - , ' t  =  i :  €n,  d- j -e  i i tan  mj - i  c l -er  i i ko lemsc i ren lu ie tno,J-e  'oehanCeln
i l

.J

i{ ann .

obvrchl  nan n i i t  der  p-a* i - l  i  s  c l len i \ je thcd e v i  e l  e  Gl  ' : i -  r : i rungen

lösen  i i ann ,  b l -e ib t  ne - ; .b i i r l - i  c i r  ncc i i  c j -ne  g r -c . i3e  
" , - i : i sse  

i i i r r i g ,

be i -  dencn  d - i -es  au f  r i - i . re l . - te in ; ' , e1 ie  (a . - l - sc  o i tne  ien  Umi re3-  üb i , ' r :

d ie  - l nvar ian i ,enL i reo r - i  e )  Eenere l - l -  n i cn t  n t , ,g l ' i  c i r  j . s ' ' ; .  r . l s

irandei L sicir un i i - i -ei-ci i i -rn5-4en r l i ' 'c l j 'ct 'nen r der:en Gr- 'ad r l i -nus

d i e  l v t z , a h l  c l e i '  
- U n b e s t i n n i ; e n  

r r i e i - n e r .  i s t  a l s  d i e  Ä n z a h l

der  Grunde in i ie - i  i en  , i es  be tL :e f fen r len  äörpers .  t Jabe j -  \ , , ' i i r - ' c ie

nan uärn l -  j -ch.  Gl-c i -  c i iun igss l /s iene in  p-ad j - ,sc i ien t runk 'b ionei l -=

re i i i en  e l ' i t a l - ten ,  r ' / o  r j i e  r l n :zah l  c i  e : - '  G le ic i i un l ien  l i  l - i ;  j -ne r

i  st al s Ci e Anzair. l-  cler t /a.r '  j -abl en. r is i , i l i re clann r i i  ci i t  ni i ,-

e ine r  enC l j . ch r :n  
' La ] : ,L  

von  LösL ln i - ;en  i . t7  l t echnen .

l i i n  bescnc le re l r  y ' , l r ' t e i l -  c te r  ; ko iemsc i ren  i ' i e  b l i o r i -e  gegenüber

a n ' l e r e u  V e r  f a h r e n  z L l r  T - c j s u n g  d - i o p i r a n i ; i s c l i e r  G l e i c h u n g e n  l i e g t ,

so  l " re i "b  i c i r  a ,bsc i räLz ,e rL  ] can l t ,  d .a r in ,  d -aß  d - ie  oberen  Sc i r ranken ,

d i e  m a l l  f ü r  c i e  L ö s u n g s a l r z a ? t l  e r h ä l t ,  i n  d - e r  i t e g e l  s o  l i l e i n
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s j -nd,  daß nan durc l r .  Ansc i r re iben der  ers ten paar  Gl ieder

de r  au f t re ienden  p -aC ischen  Re i i ren  a l l e  Lösungen  d i rek t

"  ab l  e  s  en ' r  kann.

I { i ngegen  nac l t t e i l i g  i s t  v roh l  de r  Üms tand ,  daß  d ie  l ?ech=

1 1 , ' , y 1 . ' a l . r  a r r f  C l e n  P f i n Z i p  d e S  ' r P f O b i e f e n S "  b e f U h r e n :  m a n  k a n nr r u r r 6 g r r  ( 1 L L r

von  vo rnhe re in  n ' i  e  v i i ssen ,  ob  C ie  gewäh l te  P r imzah l  ge=

e i r " n e t  i s t ,  r - l i e  , 3 e d i n g u n g e n  c i e r  t l a u p i s ü t z e  1  o d e r  1 2  z a  e r =
" * t )

f ü l l en "  Se lbs t  \ ' / enn  f l an  e inen  Rechner  benü tz t ,  können

Ces\ , , /egen umfanßr 'e i .che i jc rechnungen ents ienen,  en"e inan j i r :=

f o l g  l i a b  ( v g f . z . B . I I f . 6 i  p - Z ) 1 ) .

Zusanmenfassenc rne ine icnn daß Sko lems I ' le thoCe e j -n  i ia  Gruude

verb lü -1  f  end  e in f  ac l i es  i ' i i t t e l  i . a r s te l l c  r  "ß roße"  E rgebn isse

za erhal 'uer l  ,  vor al- l -en ciann, wenn der ürad i - ru, i  Cie i lar iable l t=

ar lza i r l  der  Gle ichungen i roch s inc l .  Sko l -en se lbs t  sa i r  in  der

Anl ' rendung s eine s /e: : i  a l rrens auf i lornen f  ünf t  en (- i rad-e s in

c l re i  Unbes i 'ü i rnnben c ien bes 'ben Ber+e is  für  d i -e  l - i raucnbar ]<e i t

r j -e r  l r ie tncc le  (vg l  . l , i i .? -6) .

i i i e - , ' r e i t e r :en  Fo rbsch r i i ; t e  i r ängen  n i ch i ;  sc  seh r  vo l l  d . i esc r

se lbs t  ,  a . ls  v ie lne iu  vo]1  der  l , i  e i  berentvr ick lL i i lg  and-erer

Gebie 'üe de i :  a lgebra ischen Zanl_entheor ie ,  w i  e  z .  LJ .  d-er  i j j_n=

i r e i - c e n i h e o r i e ,  a b .

I cn  ko inne  nun  zu r i i ck  zü  Punk t  1 ) ,  Ce r  h i s to r i sc i i en  ßedeu tu - t l g

r , t e r :  r l r l t e iLen  Sko lems ,  u .nd  fo rn l i - l  i e re  z l i nächsb  Cen  an fangs

eru iä t in ten Satz  von ; ikc lem au-s  c lern  Jahre 191,  über  e ine

Vera l l geme ine rung  des  l l i r uesc l i en  t?esu l ta t s  ( J . , i t  . 21 ,  Sa t  z9 )  t

Is ' i ;  K  e in  a . lgebra isc i rer  Zah lkörper  fünf  ten Grac ies ,  c ler  r . jenau

e i t f  e n  t l e e f  I  o n  l r r r n  i r r . r i  o r - t o r r  k Ä f . p e r  b e S j - t Z t ,  U n d .  S i n d -  c y  , ß o  ) ' -
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( l - L inea r  unabhäng ige  ganze  Zah len  i n  K ,  so  ha t  d ie  G le i chung

I { (ac  X+ßY+ Y 'Z )  =  h  e -Z  nu r  end . l i ch  v ie le  Lösungen  in  21  .
ll

Diese r  Sa tz  gab  Grund  zv r  F rage ,  ob  n i ch t  ähn l i che  Sä tze

f i i r  K i i rnnr  K be l ieb igen Grades und i ' iodu ln  l ' {  be l ieb igen

r)an ' i  -  K  gü l t ig  s ind.  E ine no t  v rend ige L3ec l ingung für  d ie1 r c 1 r 1 6 U D  - L r r

End l i chL<c i t  ce r  Lösungsanzah l  e ine r  G le i chung  I { ( c {  )  =  h ,

d (2 l{ , i ' i  7Z -tqoaut in K , kann .l- ei cht gef und en v.rerden :

i ' I  d-arf  keinen vol l -  ständiF_let l  I ' loCul in einem ' Ie i lkörp er K I  e K ,
r i r f ) . tr j  r : r '  nn o '  I  or  g ]1 ( {  unc l  l<e in inagint i r -qua.c l rat i  s  c i rer  l törper  is t  ,u c  v  r -  v - r : L ) r  v  r

dar: ; t  e l l -  en .  Zv.r  i i rk lär:u.ng z,unächst ein paar Def in i t ionen :

'Zr, ieL i ' loduln l i , ,  und. i '1,  nei-ßen 4+_l ic j r . ,  f  a l  i -s es ein ß aus ä

sibt ,  socaß r, , , ;  = ßt i4?:

j j i -n i ' ]odu. l -  I '1 in / ;  stel lb eincn vol ls j ;än, l i i jen i ' icclul  in einem

' l i r q ä  i a r ?  - f a i l s  i ' i  e j - n e n ' r t e i l i n o C u l  i T r  i ; c s i - ' c z c ,r r  rA  - . 1  
|  l Z11  ya -n  A  

- r l
! v - r _ r _ f \ v r l i v . !

de : :  e j -ne in  vc l l s tänd igen  I . 1o r1u l  (De f  .Se i t -e  ' i 0  
)  i n  r { r  ähn l j - ch

- r  qT-
. L U V .

,3ei  also 7 etzi ;  an.genornrnen ,  r laß ein Z - i ' ioclul  i ' I  in K einen

vo l l s -bänC igc r :  i ' l od l r l  i n  c inen  Te i l . kö rpe r  r {  t  vo } ' L  K  i a rs te l l t ,

wot - le i  i (  I  r tng l  e ich  : . , !  unc l  p ic l t t  i rna3 iner -quaCr 'a t  j -sc1 is t .

L l ^  ^ . i ' 1 . - - l -  , - t  ^xs Er  Dr  üe.nn i r i  i { t  r inc les 'cens e ine i iunda, ,nenta le j .n i rc i t ,  soc ia-ß

Cie Gle j -c i r r r? ' r  " '  r r  (  i -  )  =  a € ; : : -  j  eCenf  a l ls  f t i r  ge 'u ' isse a. r r - i 1 t )  , , J { - | / f ; ]  
)

unend. - i i c t r  v ie l -e  - i - ,ösL lngen i ra t ,  i ,Jcbe i  , i  €  I , { t  ,  i ' I  t  vo l ls te .nd ig

in K t un'J. ähnf i cir zLr einen TeilnoarrJ lf von l{, al so /,- l. i  
, =iT

mit T4 -{'- i"l und. i- e- K gilt.

Dann folgt: l{r,/r,? (), 
t ) = i{ l t ,zc,*, (/ )tunlo (F ) =

l ' , T  1  r r - \ : , r, rK/ , , : ; (  /  )n,6r  / t . .? 
( , ( )  f i t : i<- ' l  -  run/ü (  i ' ) . "  

[o 'nJ = b €.  Z-
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( o . E . d . A . :  b e Z ,  r J - e n n

==> tlw/t. ftzYf ) = ba

U e Q ,  a l s o  b -  
4 ,

r \w/q ( ' f  
f  )  = orFt

b i €

a l b
b2

f a l 1 s

[x' tq]

'7/'
T:

4-

r - V  \
t = U - -  / o

Das  bedeu te t :  \OW/A?Q )  =  b  i r a t  unend l i ch  v ie le  Lösungen

q € m c l ' { .  Also ist  d. ie erviähnte Bedingung notwenci ig
L

d. ie nhdl ichlcei t  der Lösungsanr,ahL von i {(a )  = h e Z ,

I n r  z i t i e r ten  Sa tz  von  Sko lem i s t  s i e  na tü r l i ch  auch  e r fü ] l t ,

d -a  e in  i {örper  fünf  ten Grar les  j  a  gar  ke inen ec} r i , -en Te i l rörper

ungleic i t  i f t  haben kann.

]is wtrrcle nun ver:mut et , daß di e Bedin6-ung ni cht nur notv-'end-ig

sonderu alr .c i r  ] r inreic irend j -st  für ct ie End. l ichkei t  c i  er - ' ,ösüogs=

enzair' l  . 19i8 vrurcle Ci e ' ' /erinutung von O. Cihabauty für 1.,ahi =

köroer K bel- iebig,-en Gr:ar les unC Z - t ' toauln voln i tang t  L l i l -üer

dcr .  tse i ingu"nß be l , , i iesen,  daß i {  rn indestens zv te i -  l - 'aare  }<on i : j -ex-

kcn j  ug ie  i : t  e r  - r iö r :ne i :  bes L t r . t .  i , / .  Sc i rmic- t  er l  e r l iß te  196 ' /  o  en

Fall fü,r '  i ' ' lcduln vorn ; ' lang t ohne Zu-s et;zbei-i-nEu-ll l l  unri '197'i

( t i t - . 1 9 )  k o n n t e  e r  s c h l i e ß l i c i i  d e n  ß e i v ü n s c i r t e n  S a t z  b e v r e i s e n :

,Sei  K ein algebraischer ZahlkörDer und I '1 eirr  /  - i { iadut in ä.

Gena .u  o -ann  g ib t  es l  e in ' n€8 ,  f ü r  i , r e l - c i r r : s  c l i e  G le i chung :

i { (c , :  )  =  h  unend. l ic } i  v ie le  Lös l tngen o !  6  I ' {  bes i tz r ,  f .a i ' l  s  l ' I

e ineu vol lstänoigen i ' todul  in einen ' I 'e i fkölrper i , i f  vcn l (  r l -a.r=

s te11t ,  c le  r :  r t re . . le r  g le ich ü i i  nochr .  e in  imagi -nä: : -quac l ra t isc i rer

ü Ä r-n or- -i ,: -F
r r v !  r J r J J _  I U  v  a

Schn id t -  benü t  z te  n i c i r t  c i i e  Sko lemsche  i ' i e thoCe  fü r  c len  l 3ewe is ,

d -e r  ke i : re  i ' f  ög l i chke i t  t i e f  e r : t ,  i n  gegebenen  l -a l l  d - i e  end . l i ch

v i e l e n  L ö s u n g e n  t a t s ä c h l i c i r  z v  b e s t i n n e n .

für

c4 € 14,.
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(Aus d .em Saiz  f  o1g u '  r , r ied .eru .m le icht  der  Satz  von Thue über

d ie  Endl ichrke i 'b  der  Lösung sar rz .a .h l  b inärer  i r r :e r iuz ib ler  For=

men von Grad ,V t ,  )

E ine  g roße  i ' l enge  von  l 3e i sp ie len  f i - r . r  den ,Schmid tschen  Sa tz

kann  f  o lgendernaßen  kons t ru ie r t  t ve rden :

Sinc p und q P:: ' imz,ahl-en uncl ' i ' t  : = piq 
, d-ann ist d-er /-moaut

. /  -  ^ n ? -  . r p - 2  )  * - :  , . 1I ' 1  ! -  ( l  , , ' i ' r L ,  , . . . r , . i ' o ' ' /  n i c i r t  v o l l s t ä n d - i p 3  i n  K  i =  ( E ( t l  )

vcn  GraC p .  L ia  K  nu r  c i i e  t r i v i a len  Te i l i r ö rpe r  
' bes , j l " r ' i ,

st  e l l t  iJ i  nulr  in G ein e n vol l  stä1i i_ igen f , icdLi_L d ar+. Somit  hat

c i ie  Gl .e ich i ing i i l (x l  t -Är ' i l1* .  .  . *Xp_1" i t  
p - . : )  =  h  €7a r }ur  end. l - ich

v ie le  Lösunisen in  7 /  l l -1  .

I f r ; r  P=5 r - ; .nd Q=2 lau i ;e l  c l . ie  Gle ichu- t r3 :
r - i - q q 7 ) ) ' ) ' ) ) t

Xnt+2 'Ä. - , ' '+ l+X=t+9 i , , / -2o. {^X- ' )L , ,+2C1,^ l { . ' ' 'X , , '+ i :a - i i . , 'X=X, , - -ZOXrX, - ,X,' l  I  t  q  l t  t + ' - ' l t  / l '  t  t +  
' t t +

) ) - 4 ) 7 ) 2-r- 1 OX, - X 
Zi 1* 

-1 CX-,' XrrX 4.-1 CX1-XZ' i-1 A ;ir.X2-X,' = h.
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V. A I{ H A I'{ G (R E C II E I'T B E T S P I E L N)

I ch  ] rabe  h j -e r  v re i t e re  Be isp ie le  d . i ophan t ' i sche r  G le i c i i ungen

in  kub ischen unr l  b iqLrac l ra t ischen Forrnen mi t  negat iver

l iskr in inante  behand-et t ,  \ , rcbe i  d . ie  Lösur lgsnet i rod.e  d iese lbe

i v ie  d ie  i n  i l e i sp ie l  1  za  Sa tz  11  bzv t .  i n  Be isp ie l  zu  l - t : l _ .4

i s t -  l i ü r  d ie  G le i chungen  ben i - i t  z re  i ch  e ine  Tabe l l e  vo r l

Gruucleinhei t  en kubi  s c irer und. bi  quaCrat i  s cher lCör lp er

(  "on  : t f f  ec t i ve  ccmpu ta t i on  o f  Func lanen ta l  un i i ; s  I . I I , , ,

I ' ia th .  Comp .  JB o  nun iber  15Z r , f  an .19g2)  .

D ie  we i t l äu - f i gen  i l ec l i nungen  mach t -e  i c t r  r , r i t ; i i l f e  e ines

Comnu t  e rs  .

r  \  r ri \ )  l (ub lsc i te  Fo i ; r i en

a.-L l  e  c ie  Gantz=

g e s c h r _ i _ e b e n :

Ll ie  i i ier  a l r . f i re-uenr ien Kö: :per :  0 .  ( ! , )  iLc iben

i r e i j ; s b a s i s  ( 1 -  p  p 2 ' '  
r

\ , ,  j ' t  ) -  ) .

J e d e s  a e r  i i e i s p i e l e  i s ' b  i n  f o l g 5 e n d - c r  i , ; ' c i s e

1) Angabe cler Greicirung x1+"rrx?v:^r{t*^{. j_:! , oi € /..-, ,

2) Ängai:e c ler GrunCeinire j -  b

f  r e e l l e  i i u _ t l s t e l l e  v o n

. t -  a + b  ?  + c  ? 2 d  es  Körne rs  ( i  ( f )  ,
_ _ 4  2
)t- +&.n X*+ a,-,X+ a --' l  c ' "  '  * t

,  Angabe von €[ i  =--1*W- rni t  i4 e , l ' !  r  p l r i 'zair l  (p"t  enz) ,

,1- .:- 7 [-,'J , .r1 -= a/ l+ ol, !, + n/ ̂  (r2 ,- /' I c-i
L  

- ' . . i -  (  /  i  j J .

4)  Ängabe c ler  Zah len 
,  fü r :  c ie  d ie  i (or : rponente

von € 
r  ^  ? 

r?-) . rn l . r  an J-  r \  

' /

r-n 
i  

-  kongruent O mocl p j_ st .

5 )  A n g a b e  d e r  p - a d i s c h e n  R e i h e n  a l l n r + r -  . T . -  . .  r ,=

bzw.  , l ' i n t+ r - r r+p5 l l r t a '  .  +
\ j  ) + P  . . .n ' +p Z,a'n 2  ( n '\ 2 ) +pte r

4

f ü r  d ie  i n  1+ )  angegebenen  r  €  {  O  r .  .  .  , I , { _1 i  .
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6  )  Angabe  d .e r  aus  den  i n  , )  angegebenen  Re ihen  f  o lgenden

&

G l e i c h u n g e n  I  p a f i ( n ' )  =  o ,  f i  €  Z D I " J ,  m i t  d e n
n = O  

&

j e r ve i l s  e  j - nz igen  ganzzah l i gen  Lösun f lSn  i n  n '  (gusch r .no ) .

D  A n g a b e  a l l e r  a u s  6 )  v e r m ö g e  x -  g t  =  + / -  r l ' i n r + r  r e s u l =

t ierend.en gan zzabligen Lösungen von x1+arxzY+arXY2+ arYt=1 .

- r \ ) A

a ) 1) X) -2x'-!-2Y) = '1

2 )  t = r * r - r ') )
a ?

t )  € "=1+5  q  ,  , 2 /  = .  - j - r+  ? '  noc l
{ L J

r+) o
r \  . - - 8 n r  2 ,  .  - 2
t  )  =1+5Gl -+  , y ' ) r r '  + ) '  .  "  .
r l \  / r -  |  ,  f l .  - - f )  - r \\ ) )  - " l - t l  - t : ) t o . . _ \ - / t  I ! O - V

7 )  ( 1  , ? )

b) i )  x i+x2v+27,r?-2'{5 = 1

z )  L - - 1 * f * t 2
. q )

t )  t ' -  /  *1+5(5- t1  ?  + ' ;1  ?  
' - )

4 )  o
( *  I  

r  / r -  a A  ^  )  - 2j )  f  ) "  = 1 + r ( 6 - t 1  
. f  +  j 7 s  

: ' ) n ' +  ) -  .  .  o

6 )  ' ; 3 n ' + 5 . . . = o r  r o = o

'7) (:1 .c).
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t1nx2y.1xy2+ jyt = 1c  )  1 )
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4 )

r \
a l-/ ,/

r \
k \ l
v . /

4 *  S  *  f 2
+ i  ( -1-z  _ f  

-  
:  

' )
€ , =

€ 2 = 1

o

€ 
Z.o',= 1 + 4 ( - 1 - 2  ?  -  ? e \ n ' + 4 2" / \  - J  

)  / ' "  ' / ' a a a

- n  I  + 1  . .  .  = O ,  1 1 o = O

,-f -\/
r ; - \ n l , 4 4 t, ,  

/ L L  
- r  I  I  .

. r \  4 \\ r /  |  )

2 )
4 . /

7 \..) ,-/ ,/

r . \
t L l

t / l

r \
) )

^ \  4  \| ' )  |  /

- ) \
/ ' l

? \
A I) )

l r )

t-- \

) )
. 1 r
) + 1  

' . . .)n '+  *  (1+z f  *  J ' - )  (ä  j .  f  ( -z  (  - t  f r>  rZ '

|  - , i z ) n t + 1 2 . . .

1 (+z  5 ,  
*  , f r ' ) n ,  + i2  .  .  .

= O ,  n o = O r l

( _ _
( - -  l

f .  "  = 1 + i  ( - 1 -

o 1 1 t j

. t 8 t '

- 8 n | + 1
C-

, Brtt +) ,1 ,,,a  =  - t - J /

f l l t  \  z / l I r l\ 2  ) ' 2 \ A  ) + 1 . .
J

- n f + 1 . . . = A t  t o = O

n t + 1 . . . = O t  t u = O

, / )  ( 1  . o ) . _ ( o , 1 ) ,  ( 1  , - _ 1 ) .  ( _ 2 . 4 )

r ; )

- 4 , 7 (  4  1 1-  r 1 - - l \ -  r -  i --)

, -  - /
=  ( . /  J - / t I

\  
' - l \

+

a

7 )  ( 1  . o )

x1-zx2Y-zxY2-zY5 = 1

€ -1-y

€B =1+11 (-ez+o- Z1+o f  +9oo f  
2)

o r 1

i : 8 n ' = ' i + 1 1  ( - g 4 o - 2  1 4 o f + 9 o o  i , ) r : , + 1  1 2 . . .

t  8n '  *1  = j -  f  +11 ( - ,+1zo- ' /9sc g +3240

5 )  goon  t  +11 . .  "  =o ,  r r o=O

1 2 4 C n t  + 1 ' 1 .  .  "  = O ,  a o = O

7 )  ( t , - , o ) .  ( t . t ) _

7 / \^) -/ /\
V -./ | \f\,ra I 

a,f -/ 4
r L  - l . . i ! :  

t J -  =  |
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) *  j 1  . . .*.  f  
' )  (2 '

x1++x2Y+zxr2+zy1 = 1

€ =g+5 j ,  +  : '
€ 2  = 1  + 1  ( 4 + 1 2  

f  n t  
f  

' )

o

€ 2 n '  = 1 + 1 ( 4 + 1 z y  + 5  I

5 )  n ' + 1 . 2 ( 2 ' ) * t . . = 0 ,  n

.-\ ')' ) n '  +1 'G5o+o  g
J

-o

r . \  a  \
L )  t )

2 )

z \

2 )

4 )

r \! - l

- / /

7 )  ( 1 . o )

K1+2){Y2 *Y) = 1- \  4  )
( > /  |  /

-\ -r

/ - l- ' /

- 7 \

2 )

/ r  \
+ l /

r - \

,/ ./

f r )

t  \  4 \
L L . /  '  

/

^ \' )  i. - )

7 \

) )

/ r  \' + )

r \
) )

( ) )

C _ Q
< - - )

^ 6  2 -f  " =1+4 . (  
f  +  f  

- )

o 4  7u , ' t - /

. -  6n '  =1+4 (  
f  *  ! ' - ) r r ' +42 . . .

r S t t ' * 1  = f  e - t t  ( - 1 - z f  * f  ' ) n , + z + 2 . . .

€ 6 n ' 1 1 =  - 1 - z t  + 4 (  z + i  f  
- i : ' ) n ' - r t + Z . . .

n t + l + . . . = O r  t o = O

n t + 4 . . . = O ,  * o = O

- 1 n t  + 1 1  . .  .  = O ,  a o = O

' / )  ( 1 , C ) ,  ( O , ' 1  ) ,  ( 1  , - ? _ )

x1*xi2't+,{Y2 +zY1 = 1

= 1 + B  ( - t - 2 5 '  -  
f t ) r r , + 8 2 . . .

g6n '+1

o
J
+ B ( - 1 - 2 y -  J , 2 )

C  - ' l  t
c -  -  r - r

t v  4( _ - l

/ f 4
- t  I

Ä . n l
z- \_/ tI

a_

- 4 ,  / )-  t - r f -

)
- n

o  - v  
t

- l  I

. - - t

- n  I  + 8 .  .

- f  ' / l
r r a a

+B (  1 -2  r  - 2  g t  ) r t '  +Bc  .  .) )
o ^  = O

lr - \-/
(J

7 )  ( 1 . _ O ) .  J - 1  . 1 )
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i )

- : \  4 \
ö /  

t i l

^ \/ )'- ,/

' ) l
-/ t'

4 - )' /

' - \
. - l-/ ./

1 )

2 )

t-L I

2 )

x1-zx2y-xy2-y1 = 1

C - o<  - J

€  6  = 1 + 1 ( + + o  y  + 1 1  y ,  
' )

a 1 1

€  
6 t '  = 1 + 1 ( t + + a  

f  + 1 1  ?

,- 6n' +1( - - \ rLL  - ' =  
J  

o t ( , 11+15- f

' ) n ,  
* - 1 2 .  .  n

+ " s f ' ) n ' + i 2 . . .

2 .  ,  ' , 2
l l , ]  ' - L r r -

, /  L L  |  |  O  a  a

- - 1  i  f ' ) n ' + z + 2 . . .

6 )  1 1 n t + i . . . = o r  t o = o

2 E n r + j . . . = O r  r o = O

7 )  ( 1  , O ) ,  ( O , - 1  )

C - - 4 '
<  - -  l - T -

^ v As  _ .  t
i _ ,  -  I

O a l i ." '  ' ,
f -- ^ |
!  \ t  I

O
)

+ ' l  (  ' ? - + , '  - i  f r ? - )) )

\ . .  t  ,  / r 2
. /  L L  a  a

i)-+-'1 ?- t, + ?2
l :

. ) J

t .  /

+ L l  (  - ' t / - l . '  C '' \
_i

-L1)- t

{.} - t) i->
\ - i

=1r . ; t  ( ; 2+

n 1  - = 1 +  r

4 . n l , / r,  , =  _ r ; _ r l f ,

5)  - i n '+ ,1 i - .  .  .  =c ,  ; "

n  I  r [  - r )  l i  - / f
! r  r  I  r  .  .  

- v ,  
t t O - V

* 1 1 n  t + 4 .  .  .  = O ?  1 1 o = C )

7 )  ( . 1  . ? ) r  ( 1  . : 1  ) L ( i ) . ' A

c -^  |
(  I t  I
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L \ . /  |  

/

, r \
. J l
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r+)

r \
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x1+x2y+zxy2+tyi = 1,

S
+t(12+111, +65 2)

= 1 + 3 3 2 + 1 1  
f  

* G  
f  

' ) n ' + i 2 ( - J 6 + 1 z B +  
j ,  + 1 o + 1 _ y ' ) (  ! '  )  + t t . . .

- B n r + 1  A, :---- - ' r* 
f

' )  )  ? f  r l l t \ ,+11  ( ' ) r t '  +1 '  G l l 79 -E i+g+128 t+ \ ' " ,  r z  . , / r  t  t  t
j ) )

a _ 4 ,
C  -  t r

a ^ \ J  4

a  = l

o r 1 r 5
f l t  I

(*

€ B n ' + 6

5 )  ?-n '  +-3 .1

- i ' 1 . 1 O 1  o '  * 1 .  .

7 )  (1  .q , ) , .  . ( -1  .1 - )

i 1 n '  + r ) . 4 ' 2 8 ( ä '  )  + J .  .  .

-o

= o ,  t o = o

l ce ine  Lösunß

--4 -169

- l

+ 7 ( ;  )

+j  (1  ++51 f

- 2 . ,  ,  - 2
(  ) l . I ' + 2  . . .

' 7  - / f  1 ^
i ) o . . = W t  i ] . ,

.  " t

^ ta1

r  )  . )
+ J t ' , /

r r \
. ) l* /

? \
^ r I-/ ./

l r )

r \
1 l_/ ,/

o )

m )

xj ++x7't +xYZ t-.t1 = 1

-  -  I /\,/

, . - i r - 1+5 (1 *  g  +5  - r , 2 )
o r l

f  
' + n '  

= ' t + 1 ( +  
:  * 5  

S \ n ,  + 1 ? - .

.  4tt  t  
+' i  .  -7 r.  i -  , ,  

' ) .
t  '  r t  - '  ' =  

f '  +JG5- r r f  - 19  
f  

' )

5 n t + J . . . = O t  t o = C

- 1 9 n '  + 1  . .  .  = O  o  a o = O

a a

/-)
- l , Z *
L t  ' t ' )  .

7 )  ( 1 . O ) .  ( O . 1 )

'X1+1Xy?- 
+Zyi = 1

€ = ' 1 *  g  -  g z
f - 1 = 1 + t ( B + 1  l g  - 5  

J , r )
U

7'r, I

€ -  t  "  =1  + j  (B+11

^ 5 n '  + 1  . .  .  = O ,  n

4 \
t l

/ / l

z )

+ )

, - l

)
( 2  - \  , , s t \ n

)  
t  

)  
/ L '

_a \
o

r r \  / a  n \
(  )  \  l r u , i

| -42
t / / a a a



1 0 0

. 7 2 ) 7
n )  1)  X)  +1X'Y +2xY'+1Y) = 1

z )  € = 1 + 1 (  +  ( 2
) j

,  € 2 = 1 + J ( - 1 -  ( )

4 ) o
r \  - 2 1 1 1  a  . /  7  n \ - -  2 '  - - 2 r r f r l r
>)  r - - -  = ' t * |G t -S  )n '+ t - (9+6g*  - f ' ) ( ä  ) *11  ( -2+ -25S  -6S ' ' ) f 2 ' ) - . -

h l  - r r l f {  = 2  ^  -  t6 )  ( ä  ) + 1 ( - 6 )  ( ? + 1 - .  .  .  = o ,  o o = o  s 1

7 )  ( ' i , o ) ,  ( - B , t )

o ) 1) x1+xY2 *';Y1 = '1

2 )  €  - 1 +  
S

t) f 
B=1 a'7,1 , .rl = 2+1 

f 
-'r 

-f 
2 inod- 7

4 )  a 1 1

, )  g t t '  =1+T (2+  t  S ,  
- r ,  , f  ' )n '  *72  .  .  .

I^ - -Bt ' * '1  -= '1* . , r , . ,  + '7  (1^ ,+9(  -  
; i t ) r . '+ ' fZ . . .

6 )  - 4 n ' + 7 . . . - o ,  r 1 o = O

- n ' + ' / . . . = O ?  i l . o = U

7 )  ( 1  ,  O )  ,  ( - 1  , 1 )

-7 /-\ -7

^ \  4 \  \ r - ) , - t . . - y + t y t  = =  IJ / /  | /  
"  

- l - "  
_  _ * _ _

?_) 5 =2+ 
5.

5 )  i 6  = 1 + 9  ( - 2 9 + )  ?  t  1 1  g  ' )
) /

4 )  o , 1

r \  . - G n t  )  )
>  )  . l -  - - -  - 1 + 9 ( - 2 9 + 5 ( .  + 1 1  y ' - - ) n ,  + 9 " = . . .

)  " r2' 5  5 t '  * 1=  ? -n , f  +9 ( -91 -195  +16  
i ' ) n '  

+9 * .  .  .

6 )  ' ' 1 - n ' + 9 . . . = o ,  a o = o

1 6 n  t + 9 . . .  = 0 ,  t o = O

7 )  ( 1 , 0 ) ,  ( 2 , - 1 )
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7 ) 7
Ä/ +4XY-+Y/ = 1q )  1 )

2 )' /

1 )

+)
r \
) )

n l

-+-zo S -1i S'> f2' ;*B'. .  .

n ' + 8 2 .  .  .

) r z
- 6 ? - ) n t + E . . .\ '

n- -O
v . t

d = ?k j

€ 6 = 1 + 8 (  S  
* z  S ' )

o 1 1  t 5

t 6 n ' = 1  + B  (  7  * z  _ f \ n ' + 8 2 (

8 6 n ' * 1  = f  * B ( - z - B S  *  S 2 )
C n l , 7

€ \ r L L  - ) =  - 1 - 4 g  + B ( B + 1 1  f

n '  + 2 2  ( - 1 ,  ( ä '  ) * 2 9 .  .  .  = o ,

n t + 8 . . . = O r  t o = O

- 1 n t  + 2 2 . . .  = O ,  t o = O

7 ) (1_. o) . (O-.:l)r_(J . -4)
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le  au f t re tenden K

a  , r 2  o l lt  )  t J  : J  ) c

. i  o q  r i  o r ,  R a i  q n i  a l  og v u  g v !  ! / v

b )

A1

/ 4
\ l

T ^
t, (t

l 3 i ouadra t i sche  Fo rmen

ö r p e l | ( e  )  h a b e n  d i e  G a n z h e i t s b a s i s

j - s t  i n  f  o lgender  \ , i  e i se  gesch r j -eben :

rnotl

1 1  l J - . - , f
r - r

' f {

/ m \ J , ^ '\ 2 / - i  - r v

T'.T- I
a  l - \  I I  . 't 1  '

1 )  m o d .  p

i i { m r -  r -  s
?- .1 t'z ;:

5)  resu l i ; i e rend .en

, m t )  =  o

1) Angabe cler Gteichung x'r*^rxly*^rx2!2*^rrvl !u, l j :1- ,  a i  EZ.
) 7

2) Angabe cler beid.en Grr- inrLeinheiten € n= at Ur-c_-?'+-a- qr
J J - )

) 7
und-  €  n=  a t  +b t  ?  +c l i : t t a '  ?2  d .es  Körpe rs  ,Q  f  ?  )  ,  ?- J J

reel le i {u} ls te l - le  vol - r .  X4+ arYt  +ur : t2+arX+aU .

z \  Ä - - - l ' , ^
)  )  j L r .L6c , -uw von  t1 r ' i=1*o ' , i . ,  / -=Y=1+p?. r  P  Pr imzah l ' ,  

" /  ,?1 / [ yJ ,
) 1 . )

, €:$_UeÄf , .rl ' , i. 
€ LLr} .

4) Än6abe cler pa.are (. l  r .F )-e /-o-. .  . .  . i t r-1-/ *- /  o.-.- . .  r iq-1j ,  für- - - - - - - - -  
t T . /

ci ie c ic Komponel l  üen von f f  €p_u in f  
2 und. . r ,  I  kongruent o moo. p

\r ' 
q-i nri

5)  r ' r i r  ( r ,  s )  aus 4)  und , - -1 '  € r "=  €"^  =  nor l  p  Ängabe c ier :
- t "

r i e j - i r enen tw ick lun6en  ; i  r t ' t '  
* '  O  , l f n t * s=  t  l '  , , 9 r " *

""t 
J *p2 fa lnt +r7 rm' +,xrn' m' +,{4(B j *rr:

vrobei q; {:. i i, if j bz,\o/.
T

! ' es t s te l l ung  Cer  ' f  a t sache ,  daß  X-  f  Y=  + / -
J

.  /  f  ( ^  S  a  ö , .+ / -  t 1 *  L Z "  n o d  p  f ü r  d i e  G l e i c h u n g  i n

ke j -ne Lösung erg i -b 'b .

r \  ^  ao )  Angabe der  aus den Reihenentwj -ck lungen in
C'C -i

G l e i c h u n g s s y s t e m e  C e r  G e s t a l t  f  p t f . ,  ( n '
. 4 4

1 = ( J

CP
l_

) - p
i = O

o .  ( n t  , " t \  n
6 i \ t t  t r - L r  )  -  \ J
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- - i  +  + t  r fr . i r _ L r /  t i r ö i  - Vn[ t r '  r * f  ,  fo=b1 t t+brm '  *o t

Bo=  "1n  
t  +c rm  '  * "  

t

O inod  p .

wird  d ie  e inzr :g .e

n Ä a r -  r \  r n r 6 n l a i n h  j \ T r r l l  d l n r r ' - U ß  f ü 1 e i n e  1 r ö S U n gv u v !  
" t  

u t L [ j . I . l ,  I v . L l  i \  t - t l I  
t  

\ - l c  l . t L j .  1 . l I l

d e s  S y s t e m s  g e l t e n :
. l

to*b ,  -=  O rnod pr  
"1no*c . roo+c,  

; : :  O mod pr  u"nc l

€ zfr' ,*J ,
€ 7 [n' ,^f

und det

dara.us  (no ,  *o  )  E

I" l i t  ( .o ,  *o )  =

+/- 3

/ u^  b^  \  - i
/  |  c l + ,
\  C n  C ^  /
\  

' t  t /

l l n  r J  o  h o iu r r u  
" t  

v v

l i ge  Lösung

d e  g l e i c h  i { u l l  r  s o

( O r O )  a n g e g c b e n .

S ind b ,

ganzzah

f s t  b -
2

( t o r " o )

b , n o + b ,

' J  A ' J  F
^ -  I ' "  I  - --

( d t r d a )  n o d -  p .

, d 2 ) + p ( e l  , " a )  f o l - g ' u  d . a n n

or ' "  .5  r i ' Imo+s = + i -  r , , , to (dr+Fe,1 )+ ' r  , r " ( t la*per )+s

i - { c l . , - t - s  2  / .
)  t_ '_  jnoü  p  r  vJe l_L  ( r_n  d_er - I  i j e ] - s l l r_e_Len)

i ; f^ )

, ' ' ) ' ^ l t  ' :  ' l  
t n o c l  P t -  öc

,- i{p
,-- .l

Lö Elure en cL er Gl e i -  c hung in 1)

1)  ve r rnöge  x - * fy  - -  t - / -  t . to .o :2 i " t .o  t f

2) bis auf Kongru örrz rnocl  ! )?,  wenn X- 
S 

t

+ / - t,,, tou, *" f at'idr+ 
s := + / -( *o-tso 

*f ).

(dr

i{n
1

7)  Angabe a l le r  t ie r  aus c len Gle ichungss) /s t 'enrea j -n ( ; )  f o lgenden

+/- €1" E zu b?.,v{.

- cn o o p  .

('- fl

r'

=

'7/ 
a 

';,,2 
u

d - -  t  . a _ ,  \

.)
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a ) 1 ) x+ r.zx1'r *xy1 J!-:=:
2 )  2 t f - f  ,  f2=1- - r -_ r2

/\
. { r - )

1 )  € 1 " = 1 + 1 + i ,  o l =  1 - 2 f  * _ f -  m o d  1

{z6-1n t f  ,  f  =  _ f ' -31  mod t

+ )  ( c o o ) ,  ( 1  , o ) ,  ( t r 5 ) ,  G r l )

,  { r 'n '  ä16* '  -1+1 [ (1 -z - t ,  * - f  z ) ' ,+  ( i ' -  _ f i ) ,n i  *  i2 . . .

" -  _f  "  
i= +/-  - f  mcd 5 ergibt  keine Lösung

,  -6n'  +1 g ^6n 
'  47) =?_^ r> . t_(  

2 Z
c 1  e 2  - J  . s ; ' - l _ f  '

; i ,  ' -r ,  
f  

1),- '+(+z-r7 
f +zo f 

2-g, 
f  

t) '1, * i? .  .  .

*- 
f 

t ::: +./- 5- r't € 11 = */- 
f 

r:nod- ,) ergibt treine 1.,ösung

6 )  ( n t + n ' ) + 1 . . . = O

(  - m '  ) + ) . .  . = O o  ( ^ u r t n o ) = ( O r O )

( 2 + 2 1 n ' + 2 O n t ) + 1 . . . = O

( ^ 1 - r 7 n t - 9 5 n r ' ) + i . . . = o ?  ( r o r m o ) =  ( 1  , 1 )  r n c d  J

;i-;, r =- +/* !il9 t 19 
:;: a/- '1 rnocl 9

7 )  ( 1  , O ) ,  ( - 1  . O ) .

rrögJ-- i  c l ic: i . 'Gise 2 Lösungen kongruent (1 'o) bz, ' , ; i . ( - 1  , O )  i : i c C  9 .
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D ) 1 )

2 )

L T A I L
X ' + X ' Y + Z X Y ' + Y '  =  1

€ 2=1+5'

R n l

{1"" €z

äf -f '

v - 4  t
L 1  -  r - 1 -

e 24-n' * 2

- t -y  *  f  
' - . t t  mod 5

-1-+f -  f2+1 97 mod 5

'7f =
L

c2 :::,  { - -^)

) ,  ( o , 1 ) ,  ( 1  , 1 9 )  ,  ( 2 1 6 )  ,  ( 2 1 7 )  t  ( 1  , 1 1  ,

2 )  ,  ( 4  r11 )  ,  ( ) , , 7 )  ,  ( r  r 12 )  ,  ( 6  r18 )  ,  ( 6  r1g )  ,

1 s )

( o ,  o )  ,
( 5 , o 1  ,
( 7  , t 1 7  ,

- -f'*t _f 
t >^I *5? . .

,f '-*ft)^:l +52. . .

24m'  =1+5 [ ( -1-  j  "  _ f '

t *, [<r*!-.f *1f't )n'+ (-5-+i-

2 f{ ', - . . l  t  p  :

/,
J , -

i  a  . . ' - ' ,  : -
I (

*, [.( -, -.1 * f 
' - r- tt ) n' + ( I +Vy. + +.i2 *,!i1 ) ̂ ;J

t.run' 
*4r, 

z24nt 
+'12 - f 1+tr12n

5 7 ,

*rf

( 1  ,  o

( 4  1 1

/ r-'t
\ / r

zr- )

r - \
a l

Q . n t  ' 4  ) / t , - l
\ r l 1  

- J .  I  {  a - -  l - i l l

{ 4  t 2  =
t c _

x- j ' "  ä +/*  (1T) nod- ,  erg i -bt  keine Lösung

' t  ! - 1

t ' / - , , ' n ; - '  , t ' ' :  + / -  ( 1 + 2 ; )  : n o d  ,  e r i r i b t  k e i n e  l , ö s u n g
l c - i

8 n t + 2 -  2 4 i n r + ( :  2 -  6
c l  4  7 .>  =  ,>_  t ,  ?_o  +

l a - 1 1 -

- { -  I '  I  j . - -

.i

X- fY t:.

i- iY : +/-

i -  ,un'  
+1{a l l inr+t5- 

, f  11r:2-6*

n5 I (*f  - f '* ! t  )n'+ (1++y+,f '- t f5)^: '  I  *)2. . .

+/-  (1+ i ' )  mod-5 erg ib t  ke ine i - ,ösunß
I

, J

f / ^ ^ \+ / -  ( 1 + ? r , )  n o d  ,  e r g i b t  k e i n e  L ö s u n 6' t  r  ' * . J '

t +' f  
)  . . .

l l+ ' <:'
A  < _ - \
t t

n, [C-r-_f.f :5)' 
'+ Gt-+j,-f *tst),^j *52.. .

4 7' )  =  + / -  ( 1 + ( )  m o d  5  e r g i b t  k e i n e  L ö s u n gx-SY = +/- t-
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X-qY = +/-  t r5€r7 = +/-  ( l+zq)  mod.  5 erg ibt  keine Lösung
J t a - 4

f  Bn '+5  , :  Z t t rmt  +12 {  ,  s  12. 1  . t 2  =  L 1 ' a 2  +

*5 [(1+j- f *zfi)n'+ (-1-e;-\ '-ust>^I *52 . . .

.  8nr +6 ,^ 24m' +1 q ^ 18
ä1"  

I  v  
€2 "  " ' '  '  ' - =  

€1 "  {Z  
-  +

*,  [ . (r* :- : ' : f t )n 'r-  (1++g+g'-r{ t)* !  n52. .  .

x-FY -  +/-  f ru €r '9 = +/-  (1* j )  rnod.  5 erg ibt  kei -ne Lösung
. ) t ( - J

X-( ,Y  *  + / -  t r7  € r "  =  + / -  ( l -2ü  noC ,  e rg i -b i -  ke ine  Lösung
J

.  Bn'+7 .^ 24mt +18 , 7L 1  a Z  =  t 1  a ?  +

*5 l-(-, -f*_f' -rj 't)n' + (,1+9y++yz ++yt >^] *i2 o . .

5 )  ( n t - m t ) + 5 . . . = O

( - t r '  + ' 1 m t  ) + 5 .  .  .  = O ,  ( . o r x r o ) = ( O r O )

( - n  t  - 4 - n  t  ) + 7 .  .  .  = O

( ? - n t - 4 m ' ) + 5 .  .  .  = O ,  ( t o r n o ) = = ( O r O )

( - n t + m t + b r ) + 5 . . . = O

( n ' - 1 n t  + c r ) + 5 .  .  .  = o e  ( r o  r t n o )  = =  ( 1  , 1 )  n o d .  5  \ " r e g e n

) A 7
f  1-{  2" = +-1iS'  ntod 2,

X-SY= +/-  nr 'o g 
Ziu = +/-  1 mccl ?-5

( n t + 4 m ' * O j ) + 5 . . . = O

( - Z n  ' + 4 m ' * " r ) + i .  .  .  = o ,  ( r o  r * o )  = -  ( 1  , 1 )  r o o d _  5  v , r e g e n

-
f -

c  ) {  / -z 1- ' 2" = 15+9f 1o_f t rnod- 25

x-gy = +/-f1"trro:- +/- f ne,.J z,



( n t - m ' I b t ) + 5 . .  .  = o

( -n '  +1m '  * " r )+5 .  .  .  =o ,  ( r o rüo )us  ( 2  r 2 )  mod  S  wegen

5rutr12- -9-zogt morl- 25

x-fY = +/- ,tr'o[r6o = +/- 1 mod 25

( -n  t  - 4 rn  t  *O  j )+5 .  .  .  =O

( Z n r - 4 m t * " r ) + 5 . . " = o ,  ( r o r i l o ) =  ( 2 1 2 )  i l o d .  5  \ , ' v ' e g e r r

f ,5f ,1'= 20+6g-13' mod 25

"J,=+/- 
rr"rr 'o -= -r- /" /*3r; ,oc 25

( - n ' + r n t  * b r ) + 5 . . .  = o

( n t + 2 m ' * " 1 ) + 5 .  .  .  = C ,  ( r o  r o o )  =  ( r s  r i )  m o d .  5  w e g e n

€r"r18= 1+-ro_f moc 25

.>r--pY = +/- t r lot r9o = +/^ 1 noct 25

( n t - n ' * r r ) ' ) + ) . . . = O

( - 2 n t - r r  |  * " , )  + 5 .  .  .  = o ,  ( r o  u  m o  )  . , . .  ( t  , i )  n o d

trTtr'B= 20+ uj,-2f,1 rnori zj

K ,i't = +/-[r""r9o * */- 
S rnotl- 25

7 )  ( ' , l  , c ) ,  ( - 1  , O ) ,

1a7

( 0 , 1 ) ,  ( o , - 1  ) ,

l röcns i , -ens i  LösunEen kong: :uent  (1  ,  O)  rnod.  25,

l l T t l
)

n  T  l t)

t l  7  t l)

( - l  '  o )  n c d  2 5 ,

( O r 1 )  m o c i  2 5 t

(Or -1  )  rnod.  Zr .



1 0 8

x4-ax2y2-y4 = 1

rr-f  ,  fa=

t  n24 =1+5 ot,  ( ' , t 7

-'*-r *-f '

= t*2 32 mod-  ,

c )  1 )

a \

t )

z \- / )

o )  ,  ( 1 9 ,  o ),  ( 6 , O ) ,  ( ' 7 r O 7 ,  ( 2 r O ) ,  ( l l , o ) ,  ( 1 8 ,

'  =1+5 [1]*zy')n'+(1 +Zg++y'*ry1>^f * i2

4 )

q )

+ ( 22+1/ le +7rr,r2 +1r+,.1) r  ; - l
|  \ L - G  |  '  ' \  ' - t - t \  ,  /  

, r r .  
. / t !  

l
.J _t

+/- E, = */-,f

*r rrr 2"' = Z+jf

*> [g6+19( ,2 )n ,
L J

(- 24nt +'7 .. 12mt -, 4z1 ' f -Z  - ' *  =  
ly+)5-+

15 , '  (  Gy  +19r i  )n '  +  (1+ t  zz ( t  t t ,  
: ' n ; ) : t  > r r - l

24n'  +12 -^ 12m t  ^.-  , - ,^ 2, .1  i .Z  =  tY4 ' /v (  -J -

r \ -- f  
)  . .  o

,_ T.
+ )  [ ( 2

!  2 4 n t  a I l r -
' 1  < )

mod 5 ergibt  keine Lö s u-ng

2+

_ ?
t h' r )  . . .

t h
t , / a a t

+ 5[( .zz7f  +5+Eyi)n,+ ( /+zs+jc9f  t  115ty + ' /+€>;5) I  *52. .  .

{  24n  f  +18  , . .  12m '  _' ' 1  t z  = )zlOS+ )t35 tr- i -\
_.2

' + (67 26+41ttj t!+1 6218r

*5 [(119r++7711,t?)n' + (a)al+?? s6y,+1c4ofle2 *67 rr i1l" j l  +r? . .

tr 'un' *19{z12mt = aogJ* 9t':5q1 +

2 l , t'  
+10497;, t 1," t I.  \  ,  t t r -J

J

*5 [(y9+S +'t ' / '1tgt )n

t  , '2=1*,  f  ,  f  
= 1+2 p *+-f  2 '*zgl  mod ,

( o , o ) ,  ( 1 , o )

(- 24nt . 12m
- 1  , 1 . 2

r-_r" =
(-- 24nl
t 1

)  '+(  Scgt-1gl  
2 

i t r l ) "  i27 +r+S J'- ) n' + (r;cg 4-1 gss +7 4 6'{' +tr,,

' 1  ' ) ^ l  7I  ' - i i r  = 291 *TO:i +

.L
t a o



1c9

5 )  ( 2 n ' + 4 m t ) + 5 . . . = o

2 m t  + r . . . = o ,  ( . o r f f i o ) = ( o r o )

( l o r n ' + 5 1 m t + - l  )  + J . . .  = O

1 4 n t  + 5 . . . = o ,  ( n o r * o ) = ( 1  , o )  m o d . ,

7 A
Xl,Y =+/- €1'" = +/- 7 mod 25

B 2 m t  + 5 . . . = O

( ' ; 9 * '  + 5 i n  t  + 1  )  + 5 .  . .  = o ,  ( r o  ,  ß o  )  , =  (  1  , o )  n o d  ,

,-f" = +/- t'r1' t' +/- ly mod. 2,

erg ib t  ke ine  Lösung  (mod  25 )

( la8n |  + ' f  46 in t  +1t+)+5.  . .  =O

4 7 B m  '  +  5 .  . .  = O ,  ( r o ,  * o  )  =  (  2  r o )  i n o d -  ,

Än

"l't 
!: +/- .l'1 ''" : '+/- 1 rnod 25

1 1 5 + n t  + 5 . . . = O

()a8n t  + '71+6rn t  +14)+5.  .  .  =O;  (no  ono)  =u .  (20  O)  rnod 5

X-,fY = +/- tr" =, */- 
_i 

niod. 2,

erg ibt  keine Lösung (r : , ro, j -  2>)

( / '711n1 +1 C1+97n '  +197 )  +5o .  .  =O

6 | 2 6 n t  + 5 . . . = a t  ( * o r * o ) : ( 1 r o )  m c d  5

t-, ," ='  +/- ,  ,9o = +/- 7 mod- 2,

16218nt +5. .  .  =O

( 7 ' 7 1 ' 1 n t  + 1 o a 9 7 r n '  + 1 9 7  ) + 5 o  "  .  = o ,  ( r o  r i l o )  =  (  i  r o )  m o d .  5

X:fY = +/- €r9'= +/- ?5, mocl Zj

erg ib t  ke ine Lösung (mod 25)
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7 )  ( 1 , O ) .  ( - 1  , O ) ,

h ö c h s t e n s  2  L ö s u n g e n  k o n g r u e n t  ( 7 . 0 )  n o d  2 5 0

n ) t l
L G7 ,o) rnod, 25,

I t  -  1 L ö s u n g  r r  -  ( 1 . O )  m o d  2 5 ,

i l 4 n ( - 1  ,  o )  mod  25 .

d ) 1) x4- zx2y2 +xy1-y'+ = 1

z r )  ( o , o ) ,  ( o , 1 ) ,  ( . 1  , o ) ,  ( 1  , 5 )  ,  (  , 7 5 )  ,  ( 2 r 2 + )  )  ( 2 , r s 1 )  ,
( 5  rZO7  ,  (B ,2z r )  ,  (B  r ?> )  ,  ( g  r l 1 )  ,  ( g  r zL+ i  ,  ( g , zgs  ,
( 1 O n  O ) ,  ( 1 O , , 7 ) , ,  ( 1 r ; , , ' + 4 )

f  16n ' *2  ,  1 l8m t  +?_4  . ^  Z .  Z t+' 1  t 2  =  a 1  a Z  +

*7 L(20- 15 g+u tt l2^,r (5 )n' + (aT -4oga57 r2-l E :, j)"., 7 -t-,)ZL  
J  J  )  

'  \ - - - f  ' - \  

\  \  / L ! ,  t  ,  I

>) t r' 'rt ' , ^1+{3rn 
' 
= 1+T [ru-t_f -uj1)n, +(i-t+S*lr,-?ft >^:j *,1? . . .

;r1"x -:4' / /* 
" '  1 - +/- 

f  
nod ? ergibi '  lceine Lösung

2)  €  1= -g  ,  {Z= l -g

t) f ., '6 =1 +7 7 , n/ =- '+-t 
_f 

-ir f moc1 ?

,, ,_uu-1*'7? , ,f = 1^+S *j_f '-u-f t mod 7

{rr6nf +1 tr t tSmt +15 - t r{"r15 +

*Z [(1o5+zzg2 +B_g1)n, + (6-1o5+26g, *u1r) 
" I *T?- . . .



1 1 1

t : f t  =+/-  8r ' t r71 = */-  (1-tP mod 7 ergibt  kej-ne Lösung

tr )(-
x.JY z  +/ -  t l ) {z 'u  = * / -  1 l -zQ mod.  7  erg ib t  ke ine Lösung

J

f  1 6 n t + 8 ,  / + B m ' + 2 t + _  .  B .  2 +. 1  . Z  =  Z 1  Z Z  +

.T /iz+-1ey-z\=t)n'+ (1 e-?-+y+ru.f '-rr!t)^l +72. . .

X'(Y z +/- f  ,O,r r-25 = +/- (1- 
f)  mod- 7 ergibt keine Lösung

) t ( ^

o  4 4
*- f "  = +/-  f  l t t , '  

'  :  +/ -  (2-<)  mod.  7 erg ibt .  ke ine Lösung

x-jY : +/- € r9ir '+ :  +/- j  ncd. 7 erßibt keine Lösuns

!  ^16n '+9<-^4Bm 
'  n29 _  r  .9  s  ̂ 29  +* 1  " 2  c 1 t 2

*z [(-2c+ ic r 51,y2 +s ft )n' + (-z++15g-5,+;,,,2 *r, f5 )^.j  *72 . . .

, : .-  
'1 5n t +' l  O.- 48rn |  _ r,  10 ,, ' : 1  c 2  : - 1  1 -

r -  l / = .  t ,  )  ' < '  ' ^  ?  7  - l  
27 I 36-+2; + 5 5 ;' 

-Z'r_f^ ) n' + (rc->y+o5;-- u1f' )m -'_l +'7 . . .

4 (\ r')

t l t  : - r  +/ -  :1 ' " i tZ(  : ,  - r / -  (1-r f )  mod '7 erg ibb keine tösun{ j

X- ; , .Y t r j  +/ -  t r '1 , t " ruun+i-  ( -2, , )  mod- ? erg ibt  l<einr-  L- ,ösung
I

- ) t L J

5 )  i m '  + 7  .  . .  = o

( - a n r  - 6 m  t  ) + 7 .  .  .  = o ,  ( * o r r o ) = ( o r o )

( -1o2+n t  - 1 l 1cn ,  - 5 )  +Z  . o  .  =o

( 6 O 1 n t + 1  O O I n ' + 1 ) + 7 . . . = O  ,  ( r o , i l o ) = ( j 1 5 )  n o c i -  z

X-fY = +/- tru9t 1245= +/- (zl-z+q) mod 49
!)

( 2 2 n 1  + 2 6 m '  * b  j ) + 7 .  .  .  = O

( g n ' + 6 r n ' * " r ) + ' 7 . . . = o  ,  ( r o r f l o ) =  ( i r Z )  r n o d .  T  i { e g e n



1 1 2

{1trt5= -lZ*55-+252+urJ1 mod. +9

"-f" 
= +/- tru9tr111 = +/- (z+zg) norL +9

(aa  n  |  +61m,  * r  j )  +2 .  .  .  =o

( - 4 r r t  - 1 8 n '  * " 1 ) + 7 .  .  .  = O ,  ( * o r m o )  =

r  2 . 2 + *
e 1  t z  = -

t-t" = +/- tr9tt126+

X-,o ' {  = +/-
I

(6  ,5  )  mod 7 v /eg en

16-25e+21?7-lrei niod
) J J

= +/- (a-+g) mod- +9

+9

1 8 m , * O r ) + ' / . . . = O

( -24n t -16m ' * "1 )+? . . . =o ,  ( * o r r no )=  ( 111 )  mod -  ?  \ , / egen

f ,u€ r24'= 4l+1uf'-r*f5 rnod. +9

t - f  t t : :+ / -  t r5 " r16 ]  =+ / -  1mod.  +g

Gl tn ,  -54m, *Or)+ ' / .  .  .  =O

( 8 n ' + 2 1 ä 1  t + " r r )  4 - 7 . . . = o ,  ( r o r * o ) = ( O o t )  m o d  T  \ , J e g e n

f ,9f r'9 = -14+7t3y+'7yt rnoc +g

"-_ft 
=: +/- t , '0'{277= +/- (2j-247) noc +9

3 1 n t + 5 6 t r  '  n o l ) + | . . .  = o

( - 2 4 n 1  - 4 - J n ' * " i )  1 7 . . .  = o , ( ro r *o )  *  (2 rz )  rnod .  7  i , r egen

t- r'o -== 1t-1'ls*l>f'-ryt nod- 49

t ,u" ,ot6 = + / - 1e-+g) mod- +9



7 )

1 1 1

Lösungen kongruent

t l

i l

t l

Lö s ung

l l

il

r l

(21 .21) rr.oa 4?_,

(-22,-2t+) noL!.g,

(8 .4 )  rnod.  z+9,

( -8, - j !) moa zr9 ,

( t .o )  moa +9,

(-1 . O)_:nod. zl 9,

, (2 ' , -2 )  mot  z+9 ,

( -2  ,2)  mcd.  !+9 .

n o  c n s l  e n s

t l

t f

l t

t l

f l

il

l l

| l



11+

VI .  L  I  T  E R A T U R V E R Z E I  C I {  N I  S

1 )  R .  A l te r .  K .K .Kubo ta ,  The  D i -oph ran t i ne  Equa t ion  X2+11  =1n

a n d  a  R e l a t e d  S e q u e n c e  r  J . l { u m b e r  T h e o r y  7  , 5 - 1 O  1 1 9 7 5

2)  Janes Axn Or  Schanuel  I  s  Conj  ec tures and Skotem '  s  I r le throd,

Pro c.  Slnnp. in Pure i ' iath .2O ,206-212 11959
- \
1 )  S  I .  i l o : : e w i c z  .  I . i ? .  S a f a r e v i ö  )  Z a h l e n t h e o r i  e  1 1 ) 6 6 ,  ß a s e 1

4)  A .B renner . l { .  Tzanak j - s ,  I n teEer  Po in t - s  on  Y2  =X7- l  X+1O,

t ' i a th .  Comp . t l1  ,7 ' ;1 -7+1 ,198 j

, )  A .  B remner .  F . l ' I o : : t on ,  T 'he  In tege r  Po in t s  on  Th ree  Re l -a ied

i t l l i p t i c  Curves ,  l ' i a . i i r .  Conp  .+1  ,215 -2 ' sE  r1981

6)  A j l ro .e l ,  So l -u t ion o f  a  Frob lern  o f  Sko lern ,  J  . I {unbe: :

i ' l ieory  9  r ,+99-5O1 r19 ' i7

7)  C.Clgbauh/_ ,  i juL :  Ies  6quat ions d iophant iennes l i6es au-=,c

r . ; n i t 6s  c l ' u .n  co rps  de  ncmbres  a lgä i l r i ques  f  i n i ,

r \ nna j -  j -  d i  i , i a th . I \ r  , 12  ,12 ,7_168 ,  19 i8

i3 )  .9. . .CirabautJ-,  l )ä inorrstr :ai ion nouvel l  e d '  un th6orörne ae ' lh.ue

e t  ' , i a h l e r  S L i r  l e S  f  O r n e S  b i n q i  r _ c , q  ä r r l  ] .  S C  j _ . i { a t h .

6 5  , , 1 1 2 - 1 1 ' . )  , 1 9 4 1

9)  &  F r i cke ,  Len rbuc i r  d -e r  AL .geb ra  T  r192+ ,  B raunsch le ig

1 C)  l l . . I_ . I ,eg is ,  D ioonant ine l lqu-a t - ions :  p -ad- ic  method.s ,  i ' la th .

Assoc .  / rn ie r .  o tud ies  i n  i ' i a t i r  . 6  r25 -7 r  r1969

11)  l ' / .1 - , , i  u ryTgIgn,  f in i -ge Sätze über  unbest imnte Gle ichungen

von d.er Forn ÄX4-+l lXZ *C=DLZ, Vid. .  -Akacl .  Skr i f  t  er  T

9 ,1- t+1 ,19+?-

12) \ ' i r -Li  unqgren, Einige i lemerkungen über d. i  e Darsi ;  e l lung

gan zeT Za.h l  en durch b inäre kub is  ch e  Formen mi t

pos i t i ve r  D is l< r i n inan te ,  Ac ta  i ' l a th  .75  11 -21  ,19+z



1 1 5

1,s) i / . . !_i  unggrs:n, i l lhoralf  Albert Skol ern in nemoriarn, Iulath.

S c a n d  . 1 1 r 5 - B  r 1 9 6 t

1+) K. i ' {a4}.el r  p-ad.ic irTumbers and Their Functions ,1981 ,

Canbri-dge

1i l  L.  Jr l lord-e1.1=,  l rTote on the Integer Solu i ions of  the

r , 'n r r r :1 - i  nn  j , - t z=AX'+BX2+CX+D,  i 'Tess . I . {a th  .51  ,169-1?1 ,_rJ(]- Lr-c{ t /  I  \J i .

1 9 2 2

16) ! .  { r_Ugrqel ! ,  Diopi rant ine Equat ions ,1969,1{evr  York

17)  O .  Pe r ron ,  A lgeb ra  ,1927  r  l 3e r l i - n

1B)  P.  f t ibe ] rbg - i rq ,  A lgebra ic  i {umbers  ,197 2  r idevr  York

- ^ \
19)  j i . i '1 ,  i ig_+in j - .ü ! ,  L inear f  ornen n i i  t  a l -ßebra isc i rerr  Koef  f  : -z ienten

I  I  ,  i \ i  a t  h  .  i t  nn  .191  ,1  -2A  ,19 ' /  1

20) gr l t  q l_qq, I i -n i-ge Sätze r- ibe::  gerr i isse Reihenentv, ' i  cklunßen

u-nd ex l lonent ia le Eeziehr insen rn i t  Än 'v ie t rc j -un3 auf

, l i o p h a n t i s c h e  G l - e i c h u n g e n ,  V i d . - r 1 . k i l d .  S k r j - f t e r  I  ?

Ä  7  a 4  4 4 7 7r - ' ; l - r : t g  t ) - / )

21) T.,Sk,olein,  i i in ' /er f  ahr:en zvT i iehanClu-ng gevi isser ex1rcnenuial-er:

( l l e i c i r u n g e n  u n c l  d i - o p h a n t i s c i i e r  G l e i  c i t u n ß e n  r

Bth iJl<and.. l , iat .  i ' iong. ,Sto ckno J-m r16t-1BB , 1914-

22)  T "Fko l -em,  , ! n  ne -bod .e  t i l  behan t l l i ng  av  u ,bes temte  1 - i gn inge r r

O n r .  l " I i  c i i e l  s  e n s  I n s t .  B e r e t n .  I V  , 6  , 1 - ' s 4  , 1 9  t +

2 t )  t . l i ko len ,  j i i n i ge  Sä ize  übe r  p -ac l i sche  Po te rLzL -e inen  m i1 , -

Ä n r , i r . r r d r r r r . r  A t r f  r t e V r - i  S S e  e X D O n e n : i e 1 1 g  G I e i  n h t r r r , ' r r = r rr l L l r i v l r q u r a l _ )  q u !  
L ) V v l J U a  _  " M J v  

\ l I ' J l v r l q l r t > \ J r r t

i ' I a t h .  Ann  . 111  , 199 -+2+  r19=s5

24) T. Skolgqo ; invrenc|-rng exponent iel ler  Kongruenzen zui f r

iSewe is  de r  Un lösba rke i t  gew isse r  d . i ophan t i sche r

G l e i c h u n g e n ,  V i d .  - A k a d .  A v h  . T  r 1 2  r 1 - 1 6  1 1 9 3 7

2r )  T .Skg le ry ,  D iophan t j - sche  G te i chungen ,  E rgebn isse  Cer  l { a ihe=

mat ik  und j -hrer  Gren zgebie t  e  ,11+-120 ,191A



1 1 6

26)  T .  Sko len i ,  The  Use  o f  a  p -ad ic  I ' l e thod  in  the  Th  pörv  o f

Diophant ine  Equa 'b ions ,  Soc .  i ' 1a th .  Be l  9 .7  ,B t -9 r  11955

?7)T .  Sko len .  S .  Choro r la .  D .  J .Lev r i s ,  T 'he  D iophan t ine  Equa t ion

^n+2 - .22" '  * -7=X-  and Re la ted  Prob1ems,  Froc .  Amer .  i ' i a th .

S o c . 1 O  , , 6 6 1 - 5 6 9  , 1 9 1 9

28) l ' t r .Tzanaki-s,  The Diophant ine Equat ion xt -1Xyz-y i  = 1

a i rd  i t e la ted  Equa i i ons ,  J . l rTunber  Theory  18  r192 -2O5 ,

1 9 E t r



Lebens lau f  c i "es  Ve r fasse rs

Ant 11 .  Apr i l  1ot61 wurde i  ch al  s Sohn d-e s i?oland. und- c j .er

u t -e  i3ac l<meis ter  r  Eeb.  Rek,  in  I ' iannhei - in  gebo: :en.

i i in  Jahr  dan i ; .cn  zogen nre ine. , l i te r i t  mi t  rn j - r .  nac i r  Dor .nb i rn

(Öster re ich) ,  , , ^ , 'o  ne j -n  Vater  a ls  Lrabr i lcant  tä i i13  ,w l r rc€.

r cn  i : esuc i i t e  d - i e  [ o ] - ksschu - le  i  r n  benac i rba r ten  Or t  Schv ia r  zac \ t

von '1967 bis 19'l ' i  und- Cas i iuncl eqr'r./mr'r,,r sr-i i1tn i1 Breg enz, \.Jo

i  cn  i rn  ,Ta, r t re  19 '19 natur i  e : : te . Ansc i r l i _e l ienc l  c iu_ r i t -e  i ch

me i r ie  l i ng l i - sc t r l t en tn isse  d -u i -c i - r .  e j - r i en  e in  jä i i r i gen  U .  S .  A .  - -

. / ru f  en ina . l  L  a l s  : i us tausc i t sc i rü l  c r  p rak i -  i - , t , i eJ tcn  unc l  ve r t :_e f  en .

I c i r  l eb te  be i -  e - i -ne r  seh : :  ne j , ten  i rami l i -e  in  i {a . l_ i_ fo : :n ien ,

besuch te  e iue  h i -3 i i schcc l  unc l -  konn i ;e  d -u i : c i r  zan l re j_c l ie

A l i t i v i tä -Len  c len  e rner i  kan j_sc i ien  _ l ,e i :e l t ss t i l _  l re r rnen len ten .

i \  ac i r  c ie l  :? i ick l . :c i t : :  i reg;ar l r t  i  c l i  j - rn  i ierbs b 19gO in f  nns i r i :uck

mi t  r i -e ln  Stur i iu l i t  r f  e_r  i . i . ; . t i te  nai ik .


