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I. EINLETTUNG

In dieser Arbeit geht es um die Darstellung einer von dem
norwegischen Mathematiker Thoralf A. Skolem (1887 - 1963) in
den Jahren 1933 - 1937 entwickelten Methode zur Losung dio-

phantischer Gleichungen eines bestimmten Typus.

Diese Methode wird heute als Skolemsche (p-adische) Methode

bezeichnet. Wie der Name schon andeutet, stitzt sie sich we-
sentlich auf die Theorie der p-adischen Zahlen und deren
Funktionen. Somit gebe ich zundchst einen kurzen Uberblick
iber den Aufbau der p-adischen Zahlen, wobei ich auf Beweci-
se verzichte. Die Definitionen und Behauptungen entnahm ich

den Werken 3, 10 und 14 des lLiteraturverzcecichnisses.

1) p-adische Grundlagen

Sei K ein algebraischer Zahlkorper.
Flir den Ring Ok der ganzen algebraischen Zahlen in K existiert

eine sogenannte Divisorentheorie. Darunter versteht man einen

Homomorphismus o -——> <g>» von Ok ~ {0} in eine multiplikati-
ve Halbgruppe < mit eindeutiger Primfaktorrerlegung, der

folgenden drei Bedingungen geniigt:

1) R/a in Ok ~ {0} e <> /<a> in o fir alle o,B € Ok ~ {0}
2) UL /<> und Ui /<p> fiir ein e =0/ <a+3>» flir alle
o, € OK
3) Fir alle (0,%-¢ /7 mit {a€0y; A /<a>} = {RE0L: #/<8>)
- U=

Die Elemente  von « werden als Divisoren von O% bezeich-
e — I

net. Divisoren der Form <a>,0 € O, ~ {0}, heiflen Hauptdivi-

K
soren. 0 € GK wird per Definition durch alle Divisoren aus /-

geteilt.



Zwei Hauptdivisoren <a> und <f> sind genau dann gleich, wenn
o und B in Ok assoziiert sind. Eine Divisorentheorie ist bis
auf Isomorphie der entsprechenden Halbgruppen eindeutig gege-
ben. Fir den algebraischen Zahlkorper K ist A isomorph zur

Halbgruppe aller von 0 verschiedenen Ideale von Ok.

Eine Abbildung v:K —> /Z U {»} heiBt Exponent des Korpers

K, wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

1) vi(ip) = @ = o = 0
2) via-8) = v(a) + v(B) fir alle o,B € K
3)  v(a+s) = min {v(a),v(R)} fiir alle o,B € K :

Jeder Primdivisor f;) von Ok bestimmt duxch

/max {(n€ s ; 7@”/<ué‘fir 0% 0

Voo, (@) 2=
/ ¢ o fior a=0
einen cindeutig gegebenen (7 -adischen) Exponenten auf K,

wobei zwel verschiedene Primdivisioren verschiedene Exponen-
ten bhestimmen.

"

. . . . . . I8 .. . .
Mit einem beliebigen Divisor L 1&Bt sich ebenfalls ein "Ex-

ponent" definieren, der anstatt Bedingung 2 der schwdcheren
Bedingung

(e B) = Vi, (a) + v () fir alle a,B € K
Al [

genlgt.

Ein Exponent vVQ definiert eine (-¥ -adische) Bewertung auf K:
7

Das ist eine Abbildung

/ /. K ~ X U {0}

/7/)




wobeiuf eine reelle Zahl grdBer als 1 ist, und die Eigen-
schaften 1), 2), 3) erfillt sind:

1) /Ot/,-/,o:0<:=>o¢=0

2) /u-Bﬁy, = /aéﬁ . /Béw fur alle o,B € K

3) /ai8/79

A

max {/uéﬁ , /B/y: } fir alle a,B € K

(wegen 3) heiBt die Bewertung nicht-archimedisch).

Verwendet man statt eines Primdivisors einen beliebigen Di-

visor W , so schwicht sich 2) ab zu

2') /JaB/,

Vi

/u47 . /Séi fir alle a,8 € K

Mit Hilfe einer Bewertung 14Kt sich K zu einem eindeutig be-
stimmten Korper bzw. Ring vervollstédndigen, je nachdem ob

ein Primdivisor oder ein gewdéhnlicher Divisor zugrunde liegt.

Ich beschreibe den Vervollstdndigungsprozel an einem gewdhn-

lichen Divisor (1 € .7

Eine Folge {@n}nEﬂf von Zahlen aus K heift ((:-adische) Null-
folge (in Zeichen: ?t—liman = 0),
n-oo
wenn lim/wo_/, = 0.
n iy
n->co

{a )¢,y heiBt (¢ -adische) Cauchyfolge, wenn
[ =1im (o - = 14 - -
fo-lim (o ~o ) lim /o qméi 0.

n-+oo n-roo

m-reo Mmoo

Das heiBt: fir alle ¢ > 0 gibt es ein N € »/ , so daB flir al-

len 2z N, m 2z N - < .
. I /an mmO{ £

Auf der Menge der Cauchyfolgen aus K kann folgendermafBen ei-

ne Agquivalenzrelation eingefihrt werden:



{O‘n}nﬁzd ~ {B._}

ninepy &= la -8 }cp) ist eine Nullfolge.

n

Die Menge aller Aquivalenzklassen A —adischer Cauchyfolgen in

K bezeichnen wir mit KW .

Sind {an}nGﬁl und {Bn} J beliebige Vertreter zweler Aqui-

nef
valenzklassen a,b € Ky, , so werden Addition und Multiplikation

in KLQ eindeutig durch

+ = b Z 134 i + .
a+b cq; € Ky mit {un Bn}nEJJ € ¢y
arb = ¢, € KH mit {an'gn}nEﬁJ €< .
definiert.
Dadurch wird K, 2zu einem kommutativen Ring und K7g zu ei-

nem Korper, genannt 7/ -adischer Zahlkorper iber K, wenn o

ein Primdivisor ist.

In ihm ist X bis auf Isomorphie enthalten (man identifiziert
« € K mit der Aquivalenzklasse a € K,, , die die konstante

rolge (a,0,...) enthdlt).

Die Bewertung / /., 1&Bt sich auf K, in natiirlicher Weise

fortsetzen:

-lim v,, (a_)

{dn}nﬁﬁd € ac Ky, /afﬁ 1T @ noe

Figt man zu K. erneut Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen
aus K, hinzu, so 1ldBt sich zeigen, daB dabei kein grdéferer
Ring als K, entsteht. Deshalb bezeichnet man K, als die

Vervollstdandigung von K bezlglich des Divisors w .

Der Tellringg}zjLw := {a € Ky 7 /aéz < 1} von K heiBt Ring

der ganzenif ~adischen Zahlen iUber K (die Elemente wvon KW

heiBen {{ -adische Zahlen iiber K).




Die Einheitengruppe OM’X von 0O, ist dann gegeben durch

Kﬁi ist vermdge der Metrik d(a,b) := /a—bQQ ein metrischer
Raum. In ihm ist O&’ offen-abgeschlossen und kompakt. Ok ist
eine dichte Teilmenge von 0O . Ist %2 ein Primdivisor von Ok s
so ist Q%Q ein Integritédtsbereich und Quot (O?o ) = K. .

70

O@o besitzt als Ring mit Divisorentheorie nur den Primdivi-

\
\\
O

sor (die zu 074 gehdrende Divisorenhalbgruppe ist
T = n. - S
A {27 nc ///O}) . .

Ist a € 0.., so heiBt a := {b & qu; 7@/<b~a>} Restklasse
= 2

von a mod V

Die Menge aller Restklassen mod Va wird mit @% ﬁyg bezeich-

net und ist ein Kdrper, der

Restklassenkdrper von K mod 7 -

Y g £ P . _

Sei Ui = /u1 1T ... /Jk k die Zerlegung des Divisors U von

O, in ein Produkt von Primdivisoren mit 70. + ;ﬁ. fir 1 #7j.
K 1 J

In OR existieren Primelemente = ., mit

177 k
k

. /<, 7912 femo fUr 4= 1.,

Sei a := Tyee iy und § cin vollstédndiges Vertretersystem von

K las: . . L
Restklassen aus Ok/u : OK/O’-a’ das die Null enthadlt.

Dann 148t sich jedes Element a ¢ K, eindeutig schreiben als

n . . b7 d
2 a_ o mit a. € S und m € /Z .
n i



Ist a € O , sO ist m 2 0 und fir a ¢ OQ X gilt m = 0 mit

Ok'ao + OK'a = Ok.

Die Beziehung zwischen K, und den Korpern K 71 (L = 1,...

wird durch folgende Tatsache erhellt (vgl. Lit. 14, Kap. I,
§ 3 - 5):

(Bezeichne [{a_} € K,, die von {a ! erzeugte

OLn ne/ 7 ney/

Aquivalenzklasse in Kﬂ ’ [{“n}neﬂ ] 73i€ K 75 die von der-

selben Folge erzeugte Aquivalenzklasse in K.7gi.)

Da fur i # j K 7Oi'q K poq = {0}, kann man vom Ring

K 721 ® ... & K VOk sprechen, in dem Addition und Multipli-

kation komponentenweise durchgefiihrt werden.

Damit ist die aAbbildung

B i K, e Kon ce. B Kop

B oKy > Koog @ ® Koy

[{a_} I /r{u ¥ PRI . (1o} sr L ?
n’nes 76 ( n'nes o/ n'ne kS

wohldefiniert und ein stetiger Ringiscmorphismus.

Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

i () (k) “
. , e i
([{dn nL“‘ }/ 1 [{Qn }neﬁfL/&) S l{”nan;g]ﬂ

k
: . - (1) (1) . co (1)
wobei 8 := § o £, und die Folgen f{e }ne#/
i

fiir jedes i € {1,...,k} so gewdhlte Teilfolgen der Folgen



M m,
Ty e =T
) (1) (1)
L (1) .o i . s i i
{En }nEHJ t= 5 [nep sind, daB 70j lim o €q
T, ool n-+oo
n 1 k
T, + (— )
i Ty
= ?ﬁ)—liman(l) fir i = j
i n-o
0 fir 1 # jJ
e - Cqa N
(Es ist /Oj lim L = éij (Kroneckersymbol))
Nn—+oco
(vgl. Lit. 14, Kap. I, § 5) -

Sei p eine natilrliche Primzahl

Statt K<p> schreiben wir dann einfach K)

e , o , . . L
(statt O<p> Ob, statt / ! ps / /p und statt <p>lim p-lim).

Pie Elemente von K _, die Aquivalenzklassen von Folgen mit
e -

Gliedern aus ¢ sind, bilden einen Teilkdrper von Rp’ der
topologisch isomorph zui?p ist. Wir konnen deshalb annehmen,

daj ﬁﬁ ein Teilkorper des Ringes Kp ist, und vomzﬁp—Vektorn

A

raum K_ sprechen. (Es ist auch /4 _ £ 0.).
p °F p p

il

, . € G4 .
Ebenso sind fir <p> /.,1 1 . /Ok k die K AR und

K/;}{JT @ P @ K;‘//lk

Die Abbildung H ist damit auch ein Vektorraumisomorphismus.

£ N
%b~Vektorraume.

Nach (Lit. 3, Kap. IV, § 2, Satz 1) gilt:

Ist (w1,...,wn) eine &/ -Basis von K, so ist sie auch eine

# -Basis von K .
P P



Reihen Oz—adischer Zahlen:

oo
Eine Reihe Z a. [} ~adischer Zzahlen aus Kb% konvergiert in
n=o

13 = ] =
Ky genau dann, wenn iii:an iiﬁ /an4% 0.

Diese Eigenschaft riihrt von der Nicht-Archimedizitéat der
b?—adischen Bewertung her und stellt eine bedeutende Verein-

fachung gegenitiber den reellen und komplexen Zahlen dar.

[e.o)
Weitexs kann jede konvergente Reihe p a, in K%, umgeordnet
n=o

werden, ohne daB sie ihren Wert dabei &dndert.

Die /7 -Topologie auf O, E:X1,...,an :

(vgl. G. PreuB, Allgemeine Topologie, 1975, Kap. 10.2)

Sei f}; ein Primdivisor von OK (bzw. O;O).
/

: _ I/ 7
Sei Oyd ‘f/ >\1 e e ’Xn_iy

der Potenz#ei henring iliber O?O in den Variablen XT""'Xn'

Flir ein F = > a

- : n i
(11,.--,ln)c4@5

c o, Ix,,
/=

...,an( und einen Divisor i
N 3 P v b .o

teilt W ¥ (LL/F) : &{/<ai 7 fiir alle

1777 ""n

57 N
7/

-

(11,---,1n) SV N
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( mm{n{%y%n/lﬁ fir F # O
Vo (F) 1=
7 oo fir B = 0

ein Exponent definieren und damit eine Bewertung

/FAD:= j;~6$F> Fip B £ O <f74 aus £ )
/ e fir ¥ = O.

K2

Mit Tilfe der Metrik d4(¥,G) := /wnu//)auf Quﬂbxq,...,x Vi

ist dann die fTolgende Abbildung h ein Hillenoperator auf

._—...—-_.._._-—._._......-m

- 1 - i
G / LS
J R ’ - & @ ’4 b .
77 4 n
11" ______ ([/J) (O;\j }:;/],-oo, Tl,;ji J
e e e = M@.#m%mmwuw@,
i

Y

( 7 ... "Potenzmenge™)

Dieger Hiillenoperator bestimmt eindeutig eine Topologie

auf Qiﬁﬁxq,...,any, die 9~Topologie (J,) genannt wird:
o N v T . ol
4 S e A . e ¢ s h d. = . I
T im {007, [y eny Xy Fs 0l 0)= 40,

( a/ .« " KOTnDleen ”>

Mir ein «£¢ ¢ ‘{O7q£3£1,...,

; , n+1 = {
zf 79/,{X/],...,X J !' nef J‘-1 :;J‘I :7'*1‘ / (F_En)j b}

7
o 'n
und wahlt man ein Primelement 7¢O

© mit 7,&@7 “02f6@>,

X J ) ist

so ist h(A4) —f L"n Fn ; hné o
n=0 /
N °:- n - 'q .
Zwei Llemente > x T ar>" r’ aus h(s-) sind genau
‘e n L Gy
n=0 n= O
. : Ao _ V- g )
dann gleich, wenn / ian = ? © G mod;ﬂ +1 fur alle v z
=0 % {0 o

O.



Im Verlauf dieser Arbeit interessiert uns nur die Hille

von @7)[Xq,...,an :

h(o/ﬁLX,l,...,Xn_j )

..,_23—‘ n? . - (

It

=3 /J[ixq,...,ﬂ-j

2) Die Grundidee der Skolemschen Methode

Sei K wieder ein slgebraischer Zshlkorper vom Grad n und
Eqseeesén ein System von Grundeinheiten von K.

Sei me, m<n, eine Zahl so, daB < n-m.

Fir & -linear unebhingige Zznlen #,,..., 4 ~ aus K bezeichne

b / iy ity 3 N o . e LT

M = Aﬁq,...,yjﬂ>é UY den von den 4/, erzeusgten /. —todul.
\ m v L1 B

W ol "o P o Masia L) > )

Hirv erginzen f, ..., & #U einer ¥ ~Basils %q,...,:,m,(Jm+ﬂ,...
Sy . . o wr 2 . o PREEAY

ey (4 8 und betrachten den Modul M = kaq,...,,dn/ .

(1 nennt man dann vollstandig in K)
Tn M gibt es nur endlich viele pasrweise nicht-assoziierte

Zahlen Y7, ,.e., )7, mit vorge cebener Norm csyﬁ‘(vgl.Lit.B,

Kap.IlI,82,Xorollar zu Satz 5).

Alle we=M mit Norm(«) = c lassen sich dann in der Form

s e :yy L] L 3,2 q P b - - T {
A= yLeedt t .. ¢ en, wobel y .&f Y ceeyi

< / Jgg/] I arstell en, WO 1 ) J(.)/ ; /]3 ) h/ ’
¢ eine Finheitswurzel aus Ok und TqseeesTpes &

(vgl. Lit.3,Kap.)1,85,3ats 1).

Sind Xq,.,.,Xn}Unbestimmte tiber & und 07,400, die {somor=
. ES
phismen von X inZ (Kérper der komplexen Zahlen), so ist

F(Xpyeee X ) = Norm(quuq+...+me}m) =

r "
KA, (W e e a vk T, (00_DJ " D SUNN(SIDE X0 (@
L 1’1< 1>* %Amfﬂ\(m*J Tt Lxﬂun“”1>+"‘+<d)nﬁ'mlj
eine Form aus z[xq,...,xm] vom Grad n.
Sie ist irreduzibel uber !, wenn o.k.d.A. ), = 1 und
K = @ ({.,72,...,@%1) (vgl.Lit.3,Kap.II,%1, 7z 2).

c-f'—-\

Die Methode von Skolem ist nun ein Verfahren, diophantische
Gleichungen der Gestalt r({1,...,Am) = iorm(iqa)+...+i N) )

€/ effektiv zu losen.



Die Grundidee dabei ist folgende:

Fir jede Losung (Xq,...,xm)éjzm‘von (1) ist nach dem Vorherig

-

KqlgteeetX O ¢ M<H™ eine Zahl in ¥ mit der Norm c.
1.

Sie hat also eine Darstellung xqah+...%meh+0am+4+...+06dn =
ik

e Y < i 47 0 Z £ -
jjf E47e e&L7F mit Uﬂ,:{iq,...,}h} j.Jlnheluswur el aus O

/d
und Tiseeesyp € Z

Das bedeutet, daBl die i-ten Koordinaten fur i=m+1,...,n von

en

K

~ . . . . . .
[N 3L .{ w’bez w eeeqsl 1centisch verschwinden mussen,
Jwaﬂ . +1° *“n

-

Ich bezeichne fUr k& fm+l,0..,01f die k—-te Koordinate von
b b

~oe o T I y ’ o Jr hreibe :
[5F4 ., oL Tl (/ ‘ e, «E0T )y und SCQE?lLe also
AN Nz < yf" =
( B DT )i O
(2)
(= o h N/ = C
&‘/“ (—j f < /] @ . s /n (.)

-4

Das Problem, die diophantische Gleichung (1) zu 1ldsen, ist

damit auf die Lésung des Glelchungssystems (2) in den Unbekan:
74 P .
¥4 y.€ & zurickzefuhrt,

Da wir vorausgesetzt haben, dald r < n-m, kann man erwarten,dal

[ 4a 5 . N - e . . -, 1N .4 ~
das System (2) nur endlich viele Ldsungen in 7 besitzt

skolem 1Rt als Losungen auch Zahlen Tgseeesdn € kﬁ zu und

e o T 2

entwickelt die Funktion Zé - K (yq,...,yr) —— Y,
X i /‘! fw

in eine gleichmdfBig konvergente p-adische Reihe.

Dadurch kann man (2) ersetzen durch ein “ystem der Yorm

7

n 11 ¥
> a , y 1 - y { = O
sroRENRE N SRS A *Jr

nq’~~-3nr‘

® & 000 0 e e v eoe 7

T2

% n n. R
Z a P . v _ 5
n/l,...,n:(‘zo n n/i 9‘°C,nry‘l yI’ j

mit a. £ 0 .
_A_,n/ ,...’n,’* p

(3)
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Fiir Systeme der Form (%) bewies Skolem Satze, in denen
unter Erfiillung gewisser Bedingungen kleine obere Schranken
fir deren Anzahl p-adischer Losungen aufgestellt werden.
Wichtig sind vor allem die Spezialfdlle in einer oder zwei
Unbekannten, also > a vy = 0 Dbazw.

[y n n. '
A fn-1 el y4 Yo B O

nq,nzzo 1 i

]
\
XS
- n, n
2 “n,n, ,n MERN Pl = O ‘J

n/]’n2: 11

<

L5

g
e

%) Kapiteliibersic

Der Heupteil dieser Arbeit gliedert sich in zwel Kapitel
II und IIT, denen Jjewecils ein Hauptbtsatz voranstent; elnmal

ein Satz von sSkolem Uber die Anzahl ganzer p-adischer

Losungen einer Gleichung der Gestalt F(X) = O mit F @%fo/

(&

das andere Mal ein Satz von SBkolem iber die Anzanl ganzer
p—-adischer Losungen eines Gleichungssystems der Form

(A_ 7)
FE(X,Y) = 0

mit Fq,Fg Q}g[X,Y] .

1

0 )

In Kapitel IT werden nach dem Hauptsatz stetige Funktionen
auf Zp behandelt und erldutert, wic diese in gleichmalig
konvergente Funktionenreihen entwickelt werden konnen

(WeierstraBentwicklung) (II.2).
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Das diesbeziigliche Hauptresultat wird im Hauptsatz fir
p-adische Funktiomen formuliert (II.3).
inschlieRend werden die Ergebnisse aus II.2 und II.5 dazu

beniitzt, die Indlichkeit ganzrationaler Losungen von Glei=
chungen des Typs Aq(X%61X+...+AS(X%$SX = 0 mit A& K[X] und
,Gié'K zu beweilsen, wobei/4i4@j flir i#j keine binheitswurzel
ist, aber den Betrag 1 haben derf (IT.4).

In II.5 geht es um lineare rekurrente Folgen und un die
frage, wie oft solche Folgen Werte cines Polynoms aus K[Z]
annehmen kdénnen. )

Tn 11.5,I1.6.1 und II.6.2 erhalten wir mittels einiger sdtze
von Skolem Auskunft iiber die Losungsanzahl bestimmter dio=
phantischer Gleichungen (speziell kubische Formen mit negativer
Diskriminante), und eine Reihe von Beispielen soll zelgen,
wie die LOsungen mit der Skolemschen FMethode berechnet werden
konnen.

In Kepitel III werden nach dem Hauptsatz Inverisnten und
Kovarianten von Formen in zwei Variablen eingefiihrt (ITI.2),
um anschlielend in III.% einen theoretischen Weg kennenzu=
lernen, wie man elliptische Kurven durch Ruckfuhrung auf
kubische oder biquadratische Formen und durch fAnwendung

der Bkolemschen lMethode lésen xann.

TII.4 ist biquadratischen Formen mit negativer Diskriminente
gewidmet und III.5 kubischen Formen mit positiver Diskrimi=
nante,

Anhand eines weiteren Beispiels soll in III.6 demonstriert
werdén, wie auch diophantische Gleichungen mit Formen fiunften

(und hoheren) Grades in drei (und mehr) Unbestimmten voll=
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kommen mit Skolems Methode geldst werden konnen.

Den SchluB bildet eine Zusammenfassung und Beurteilung
der Skolemschen lMethode sowie ein Anhang mit erginzenden

Beispielen.,
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IT. P_ADISCHE FPUNKTIONEN I N EINZER
UNBESTIMMTEN
IT.1 Ein Hauptsatz von Skolem iiber p-adische Reihen in

einer Unbestimmten

Satz 1 (Lit.21,8atz 1):

Sei K ein algebraischer

Primdivisor von O, der p teilt und T e Op mit /7%&) Ve /(

e
Weiter sei I = Z **f
1=0
der Leitkoeffizient von

Dann hat die Gleichung ¥
2

Zahlkorper,

(X)“
f aus 6
o)

0O héchs

X
7

p eine Primzahl 7mein

(PR

/ﬁ/.

[Xj, wobei Grad(f )=m und

ist.

tens m Losungen in O, ,

d.h. es gibt hochstens m verschiedene xszij, sodafl die
y . .
R 1 . *f{—/] .. S . )
Kongruenzen o g T;(x) # O nod)m Tur alle v 70 simultan
1=0 ”
erfillt sind.
. . - : v = 7 .
Beweis: Wir zeigen zuerst, daf man I, und g. ¢ & O fA! , 121,
: 1 °1 Vel
\j’— 3
- : T e T4 (Y o OIS ~ L
so finden kann, dali Glad(fi) «uzﬁd(f )ound oy =
S i o -0
. S| = T PR RSO | Nalb I 4
(fo+ > 7 fi)(4+ S gi) mod. > fir alle Vzl. Somit
1= =z
gibt es fOt@ﬂZfPth‘ T ynd G aus O, L] von der Gestalt
<2 [t 3 /
— < —_— y xo——— L . . - 3
Ho= fo+3 T o, G = 1+ ; U8 sodal F = F . G.
1=7 1=
Bei der Konstrukbion von ¥ und G verfahren wir induktiv:
Fur =1 muB also gelten:
f +7f (f +7 T )M+ 78,) nod .
0 1 o 1 51 7
Das ist 7

gleichbedeutend mit fququO+f1 mod 77

Da der Leitkoeffizient von fo nach Voraussetzung

eine)m~adi=

sche ¥inheit ist, existieren nach dem Divisionsalgorithmus

g, und T, & /Oij 0, daB Grad(f;) < Grad(f ) und f,; = 84T +T,-
Man setzt fq = f,l gq o

Fir v =2 mull gelten:

fo+ LLq+ TTE, = (f +ﬂ'f{4-ﬁaf?>(ﬂ+;' Bqt T gz) mod;o was



dquivalent 1st zu

——

P+ mt, =T, + f0g1+7z(fg+fog2+f;gq) mod;ﬂ5 und. wegen

f,=T +g,T weilber su t-They = fog2+fg mod /2.

Wieder existieren nach dem Divisionsalgorithmus solche g,
und fg in %ﬁﬁﬁ mit Grad(Tg) < Grad(f ).

Man setzt T, := fo=T8q=f Sne

Der allgemeine Induktionsschritt verlauft ganz analog, is?®
jedoch umsténdlich niederzuschreiben und wird deshalb wegge=
lassen, .

Da nun G(x)e o%f fiir alle x €0, ist x € U0, Nullstelle von

#? = F . G genau dann, wenn x Nullstelle von T ist.

Wit betrachten also F = O an Stelle von F = O.

Do Fir h. t= € 45— O 7. die Polge /h ,-n,f  eine Wull=s
i O = PR o { v +1 IR
. B L Y e wrd I3 I ] o
folge im O -Modul er) OwﬁhJ = Gy O, Xv ist (m:Grad(Lo)),
: 3=0 7/ =0 /7
] == B o e
ist /h ,‘Wk/ vonvereant in diesem Modul, also Fe0. 20, X w...
(v ye S ’ Ty
...~\o%jim.

Damit hat T hochstens m Nullstellen in 0%3, wodurch der natz

bewiesen 1St

Bemerkung: Der Sabz behdlt seine Giltigkei®t auch noch, wenn

7” kein Primdivisor von K isft. Man mull dann nur verlangen,

1

4=
Ue

U

dafl der Leitkoeffizient von fo eine 79~adisohe Finhelt i
Wir werden den Satz nur fur den Spezialfall K = ¢/ und = p,
v

eine Primzahl, benotigen.
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ITI.2 Stetige Funktionen auf.Zé

sel eine natirliche Zahl und f: /_ ——— K K =K
© ’ | Zg g (gt
eine auf ganz‘zg stetige Funktionm.

Das heiBt per Definition: Fir alle XOE¢2; und fir alle £;0
)

zibt es ein 470, sodaB fiir alle XOGZ; mit /X—XO)F <
/f(x)~f(xo)(g gilt.

Da #Z _ kompakt in &) dist, ist f sogar gleichmiBig stetig
& & -

auf g{g, d.h, fur alle £-0 gibt es ein ¢»0, sodal fur alle

x,yefZé mit [x-y

i

e

g«f [rG-t(y) 4 <.

Fir die Funktion f kann man die sogenannten vWelerstraBkoeffizien=

. % N .
ten My definieren:

a
n

iy L nn=1)...(n-1+k) i
G I

(%]

s v " b
Die Reihe £ (X) := 5 an(i) nit <§>:: %<A“1>:7'<'
}'l:o La «

Lde
h

heilt die zu f gehbrende Interpolationsreihe oder

straflentwicklung.

- _ . N . N ,"/x ~ - g . ) —
Ist x </, so konvergicrt f (x) gegen f(x) (vgl.Lit.14,Ksp.IT,

Hingegen gilt auf

S
)
=

7 . o . ve e o~ .
7 konverzgiert genau dann gleichmifBig auf Zy, wenn g-lim a_ = O.
: z n

jalisv
1 T e oS . i - _ \’":‘:"‘"" L . -~
Beweis: "==» ": [Konvergiert S a () fir alle xe¢ 7 y
0§ nn o
- 1. 41 Lstiert — 1 o
sO auch fur x=-1, Also existiert - - ]
Stiert a1y - 5 (my
n=0 n=0 n



- 18

"¢==" 3 Zundchst halten wir fest: Fir XCEZ% und. nez/NO

Xy X < . . . ) o -
(n)c Zg (d.h. !(n)fg\\ﬂ). Dies ist sicher richtig flir xe Z
(sogar: (E)ééZ). Da aber die Abbildung: ;Zg —_— 1 :x:h—ﬁ(ﬁ)

stetig und Z dicht 1n.‘Z liegt, gilt die Aussage fUr alle

X4 7 . Sei nun g-lim a, =0 . Veg la ( )/ 5 nfg

EE fimy 6Z

Xé?Zg), is?® fﬂigleichméﬁig konvergent auf‘Zg nach dem Majorans=

<n & ;?‘JO ]

tenkriterium.

Im Falle g-lim a, = 0 stellt also £* als gleichmidfRiger Grenzs=

li> o

wert stetiger Funktionen auf ;Zg eine stetige und wegen der

Kompaktheit von ZZF gleichmaBig stetige Funktion auf LZ“ dar.

> o

Da £ und £7 auf der in ’7F dichten Menge ;¥ iibereinstimmen,
»]

stimmen sie auch auf }?@ iiberein.

Die Eindeutigkeit der zu f gehdrenden Interpolationsreihe

ist leicht einzusehen (Lit.14,Kap.TI1,89.4).

/usammenfassend haben wir also folgenden

Satz 2:

Ist f: / ———K_eine stetige FPunktion und gilt fiir ihre
S} &

WelerstraRkoeffizienten a, g-lim a = O, so hat f die ein=
Py

deutig bestimmte auf /. _ pgleichmidBig konvergente Intwicks
s \" g

lung a (4.
n:O %n'n
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II.% Der Hauptsatz fiir p—adische Funktionen

Sel p eine Primzahl.

Sei f: ;Zp —_— Kp stetig.

Dann besitzt f eine eindeutig bestimmte auf QZ gleich=
>

mafRig konvergente Interpolationsreihe § a, (n), wobed
n=0

a, wie bisher die WeierstraBkoeffizienten von f Bedeuten.

Beweis:

Wir verwenden hier fiur die Festsetzung der p-adischen

. o . . - .. . .
Bewertung auf t{D eine spezielle Zahl f ’ namllch\yzz

(vgl.Seite 7).

sine Funktion 5: ;?p ~mwwﬁer nennt man Stufenfunktion,

wenn es ein te.Y gibt, sodaB S(x) = S(y) fur alle X,yg‘@b

4.

L 3 U 3 ! LIS . :
mit xXx=y mod p . Das kleinste solche t /N helllt dann die

Ordnung von o,

n
a
R
J

e

L

Offensichtlich sind Stufenfunktionen gleichmalig

Nach (Lit.q4,bub II, §8 9) 2ilt:

Fine Funktion f: Qip --ﬁ-Kp ist gleichmdBRig stetig auf
CYan

== flir alle sV gibt es eine Stufenfunktion

(A 7 [, o - ) / — At 7
S J/D > X, sodaf /f(x)—b(x)/pf?p fur alle Xéf[é.

By i

e

- . . R - . . .
W beliebig und S die gegebene stetige Funktion

U2
=
o
—

S e
£ bezluglich s approximierende Stufenfunktion,

Also: /f(x)—S(x)fpzﬁp—S fir alle xafZﬁ.

Sei ¥ bn<§> die Interpolationsreihe von S mit den Weilers=
n=0

straBkoeffizienten b .p' Da fur die WeilerstraBkoeffizienten

elner stetigen Funktion f allgemein die wichtige Bezichung



- 20 -

sup Ja | = sup /f(n)/ gilt (Lit.14,Kap.I11,89.%), so hat
nepy 1D néﬂ} D, X
man auch hier, wenn E a, ( ) die Interpolationsreihe von
n=0
- - - [ ¢ =S
f ist: /igy/an bn/p /igg/f(n) S(n),p < p ",

-S

Wir zeigen, daB fiir alle hinreichend groBen nel [b [ < p==,

nlp
WOTaus /an/pré/a —b_+b [ < max(]an—bn/p,/bn/p} <p

=5 piip
n_n" n'p

genligend grofle nJéM]folgt.

o

a s&i beliebig gewihlt war, folgt daraus p-lim a, =0,

=0
womit Satz 3 bewliesen wire.
iy . . . =5 A . .
Fur den Beweis von /bnfpéqp fur alle hinreichend grofen

nell gibt es mehrere Versionen, von denen die wohl einfachste
?

und kiirzeste die folsende ist:

Seien V und W zwel Unbestimmte iber K,y die durch die
folgenden drei Zquivalenten Beziehungen miteinander ver=
bunden sind:

W

Vs W s

<(i <1

1 </!“V>(./}er> = /]‘

Nach (Lit.14,Xap.11,89.5) gilt dann:

Fir x« /{ sind die beiden Fleicbungen

O
e emacen

._ ..__..

= N - \ . - Il _
(x) ‘s an(n) und a = > — (- 1) ( )f(n-k) #dquivalent zur
D n Cxg n
formalen Identitit )V = (14+W) T anW“ .
n=0 n=0
Also gilt auch hier: 5 S(n)v% = (T+W) 7 b W't
n=0 n=O

Seli t die Ordnung von S.

. ,
Dann ist 8 periodisch mit der Periode p°; d.h. S(x+p’)=5(x).
TYloa RN t - 7 i t o

MU n=N4m.p /N , O<N<p’=1 folgt:

ox) o< 7

el 7 - - t é ‘! X oy t
S SmIVY = T T s(emp VIR L S gyt 5 ympt
=0 m=0 §=0 =0 m=0
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r=7 N1
= > sV —p
N=0 1-vP

Wegen (4) wird dadurch

> L1 1 AW .
> bWt T—w o(N)(/I V> = gy mit
n=0 = ‘ =0 +W "CT‘V)p (W)

Pt t L
L N D P :
A(W) = o SADW (1+W)P , B(W) = (1+w)P P

A und B sind dabei aus Kp[W} und haben hochstens den Grad pt~1.

Da p eine Primzahl ist, sind die Binomialkoeffizienten (p)

v
fir k=1,...,p=1 durch p teilbar, sodaf (X+1)? ="%P +1+ﬁ¢(X),
wobei g/(X)/ 7 V7 (Induktion iiber ).

Deshald ist B(W) = 1+p @(W) und gﬁ(W)cssﬁﬁ] hat hdchstens

o

den Grad p~ -1,

) ) o7 3 £(W) 2 el Joe] » Y]

£5 ist also ¥ b Wlos gt o0 =T A @ (v .
PR A o Pl S g ey VT AN OO0

4
e - k=1 Tt e X 1
Die Polynome A( J)f (W) haben hiochstens den Grad (pY—1)+

(k=1)(5°=1) = x(pPa).

@
ot

b
D
D
—
-

Vergleicht man die Koeffizienten der beiden letszte
o

(Blemente des Potenzreihenrings KDJ{WJ ), S0 sienht man, daB

nur die Terme der zweiten Reihe einen Beitrag fir bn gzeben,
' t n
in denen k(p”’~1) »n oder =1 = .

p =

e Gror -1
=D

Also ist bn auf jeden Fall durch p teilbar und

X

deswegen p-~lim b = O,

i 2

Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.

BSatz 5 188t sich auch fiir stetige Funktionen

. 7 N - g : s S e s » _
f.,{p -~—7-073, /2 ein Primdivisor von O mit /9/(@) , be=
weisen, Da dieser Beweis aber verhiltnismidBig kompliziert ist,

verzichte ich hier auf seine Ausfiihrung und zitiere nur den
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von der Qualitdt der Aussage her zu Satz 5 analogen

Satz %' (Lit.10,816,8atz N):

Sei p eine Primzahl und o ein Primdivisor von O mit 70/(p).
4

Jede stetige Funktion f:‘Zp m-—e»§%) besitzt eine eindeutig

bestimmte auf gzp gleichméBig konvergente Interpolaticnsreihe

b X . 3 K“'/}"‘ k n . .
%:O an(n), wobel a_ = i:o (-1) f(n—k)(k)e 9%3 wiederum die
WeierstraBkoeffizienten von £ sind.

Satz 1 und Satz %' zusammen ergeben

Satz 4 (11t.10,816):

Sei p eine Primzahl.

Ist f£: 2 » K stetig und hat f unendlich viele Null=

Az

stellen, so ist I schon die Nulljunktion.

[ R SO s e, ey By Y Tyl S oxr - q -
Sei (py =g e e P T Primdivisoren von OK.

h! N '

Vir nehmen an, daf f nicht die Nullfunktion is®t. Nach satz 5

besitzt I eine auf‘ﬁp gleichmifRig konvergente Interpolations=

reine S a_ (). Da p-lim a_ = O, gibt es ein b#0 aus X _,
s nn Toriey e N p
n=0 ) :
. N2 X
sodal ba_ & O fir alle nz 0., b.f = ) ba_ () ist dann
n D e n- n
- R T1=\
eine stetige Funktion von ﬁiw nach Ob mit denselben MHulls=
8 L
stellen wie f und wie £ nicht die Nullfunktion.
Sei Hr K- > Ko, & ., & K. der in der Htinleitung

D VK 7

definierte stetige Isomorphismus und H.1 s = (pri o H>/O‘ fir
i=T,44e,k die auf Oﬁ eingeschrinkte lintereinanderausfuhrung

von 4 und der Projektion von K., & ... @ K,
/

2
7

% auf K?ﬁg .

Die Hi sind stetige Funktionen von O% nach 07% .

Da b.f : pr ————%v@b nicht die Hullfunktion ist, gibt es
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mindestens ein jeé {1,...,k} , sodaR Hjo(bf): Efp — Q;?

nicht die Nullfunktion ist. Hjo(bf) ist stetig und besitzt
deshalb nach Satz %' eine gleichmdRig konvergente Interpos=

lationsreihe : b ( ) mit b € O’} und 7 -lim b = O,

n7w

Sei ;& 0p ein Prlmelement mit o, Ky 7% /(%:) .

Dann kénnen wir die letzte Reihe schreiben als E 7 (x) =
n=0

79 O,. L X] (vgl, Selte”ﬂ>).

Nach Satz 1 hat E [ (X) héchstens Gra d(f ) Nullstellen

in J{D, und o, L.d.A. ist der Leitkoeffizient von- f aus

@’
//
Da alle Nullstellen von bf . auch Nullstellen von Hjo(bf) sind,

ist der Satz hiermit bewiesen.
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IT.4 Exponentialgleichungen

Mit Hilfe der bisherigen Sdtze 1&Lt sich nun ein Satz beweisen,
der dazu benutzt werden soll, Aussagen iiber lineare rekurrente

Folgen algebraischer Zahlen zu erhalten,

Satz 5 (Lit.10,817,8atz 0):
Sei K ein algebraischer Zahlkdrper und A,,...,4, ¢ K[X] alle
ungleich Null,

/51"""85 seien Zahlen in K ungleich Null, sodaﬁfﬁi//ﬁj fir
i ¢

alle 1i#j keilne Einheitswurzel ist., Dann ha

£+ 7 —

> K
N Y X A g X - . o Nyl e
e %-~7:A1(A%mq T AS(X%QO nur endlich viele Null-=
)

stellen in .

Hemerkung: Man kann ein nur wenisz schwédcheres Resultat als

Satz L trivial bewelsen, indem man statt ?ﬁi/@J fur alle
7
!

[

¥
#J Keine binheitswurzel® voraussetzt, daf ﬁﬁi,éj} # 1 fir alle
{ /

Der reletiv lange Beweis von Satz 5 liefert jedoch eine
Moglichkeit, die endlich vielen Nullstellen der Funktion f
mit der Skolemschen IMethode zu berechnen, auch wenn fiir ein
i#J ﬂ@iéﬁj/ = 1 gilt. Ich werde das anschlieBend an einen

Beispiel zeigen,

Beweis von SBatz 5:
Sei p eine Primzahl, sodaB alle/és p~adische Einheiten in

K sind.
P
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Dann hat jedes/és eine Darstellung

+ a p+ a p2 +eee o Wobei die a. . Elemente eines
1, 24J 1yd

a .
O,d

Repraoentantensystems von Ok/p sind und O}.a J.+Oi{.p = Ok
gilt.
BezeichnethyK die Eulersche;ﬁ-Funktion fir O,, also

. : V7
P = /(OK/% )X/ » W Ideal in O, so gilt 8y k(P) 2 4

b

mod p (j°K(p):=J{K(Ok.p)) (siehe Lit.18,Kap.8,4ufz.3).
' £ 3 .. . .
Daraus folgt aber auch gvvk<P);; 1 mod p fur alle j=1,...,s.

somit ist fir M:= 7, (p) /3 m 1+f’ mit j> = OK,p.

I

Wegen p—71m\fjn = 0O ist die Reihe gj(Y):z z:g\jj (n) gleich=
Ti=

méhig konvergent auf }Zp.

Sie definiert fir ys ZD die Funktion
<>o
W by </I+f.>y 1= Z____ <J>
< n=0 - -
Setzt men flr r:O,,..,mnﬂ foil—s K

.

v I ()

3 T A o
mit T (y) =y  A.(My+r)B. Hy+r b Aj(Ny+r)Bjrgj(y)

b J Zemrme

J:’] v J=

21 _ .
S » B . K[y
: B, 585G, By Lyl

so hat f eine Nullstelle in MZ +r genau dann, wenn fr eine

T '

Nullstelle in £ hat
I3

: T / ol
(f hat unendlich viele Nullstellen in [/ “=5- Jre [0,... M1/
£ hat unendlich viele Nullstellen in Z).
Da Aj und B, . fir alle r=0,...,M-1 denselben Grad haben

9

und Aj # 0 ist, so sind auch alle Br 3 ungleich Null,
?

s kann ohne n.d.A. angenommen werden, daB alle Br j'éOkAY]
-9

(ansonsten multipliziere man alle Br j mit geelvnetemcxbOk
-y

was auf die Nullstellen der £ keinen EinfluB ausiibt).
Als Polynome haben die Br i endliche Interpolationsreihen,
7 4
. o= I b4 -
r,J %;%d) . (D) % & Oy (hier

,'J’ n ] ] J,

d.h. es gilt: B
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Mit Hilfe der Formel

I?‘//,

NI _
O RO ) G

eThdlt man fir die Produkte B j(y)gj(y) die Reihenentwicks=
b t

(siehe 1it.10,816)

o bt s 7
lung ;:" (S O)rf’d’bJJ (1+jJ) ( SPICAR
Somit ist £ (y) = a~1 r’j(y)gj(y>

o) mr{f.{) k e 7
T u)fZ‘_\ r3 ) <4+f7>]>< ).

Nimmt man an, f habe unendlich viele Nullstellen, so gibt

es ein ré{O,...,M~@;, sodall f, unendlich viele Nullstellen

besitzt. Nach Satz 4 muld fr also die Hullfunktion sein.

Das bedeutet, dafl die VeierstraBkoeffizienten von f alle

gleich Wull sind. Das unendliche System linearer Gleichungen

iber O

I8
1E r,\f o - S
(\"““/“""‘" A (k) e K- 'x'(/ W N = 0 o k=C /‘i > K + J S,
L A SN 4-7s ) A s = ; KUl 000 hav dens=
V=0T T L o Tad

. o I T L. T2 yqe N = ," -

nach die nichvbtriviale you@ng’xr 1 O""’)r,s,t .

Die ersten s(t+7) linearen Gleichungen ergeben das bBystenm
H |
|
‘ !

i N
¢ Y
.
|
|
i

12

iy i T DN 2
; . e T+ 7.0, C 1
Gy 1oy gy Iy Oegy)

'
1
{ { N
! [ e
l i o
t
i
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Obige ((t+1)s x (t+1)s) - Matrix werde mit A bezeichnet. Ihre

Determinante muR Null sein. Jede Spalte von A besitzt einen

Faktor (1+ ,)k sodaB wegen der Spaltenlinearitat der Deters=s
\fJ ’

minante folgt: det(A) = (1ffj)<1+2+"'+b> det B mit

[
H
!
i
{
i
!
!
i
i
!

{
|
i
1 i pdy, 1T iy, i-% a7 i
B = <O>f(j (/i >§J ‘ e s eoa l_<t>fj e 1-tTe Z!elle

{ ! {
| [

| | 1 .
, { |

\ N

Da <1+gj> 2 0, ist deth = O <== detB = O.

S
Detd werde mit /'(s(o+1); 1,...,) ) bezeichnet, Es gilt die

. [ V]
Dy IERE T P — ,/‘ 7 N S TN .o ” 2N
Formel J (Ii)jl]’.."l.»S/\l = // (g - 1) / (11.../| );_. / : )
. Wi - - . .
Jj=

nit Ni=s(t+1) (siehe Lit.10,817).

=N
i

hrfache Anwendung kommt man auf

L5

Durch me

. o 5 [ (o oD N
177 (1\1 ;j//l 4o ’J’/S> = +/"“ ) // (}t‘))s""j/t> 9 n e //\i °

Lus detB = O folgt also f} fiir mindestens ein J#k.

. M ’ . LaM Py C
egen % ~1+§ = +f ~B7 haben wir dann (59 = 1 fir j=k im

Widersp“u ch zur Voraussetzung des Satzes,

Bemerkung: Ist speziell s der urad von K uberé?, und sind
die Koeffizienten von Aﬂ""’As und Byyeee, By konjugiert
zueinander und genz-algebraisch, denn ist f(x):Spur(Aq(x)qu)
aus Z fiir xe/, also f eine Funktion von Z nach 7. .

In dieser Form gibt es fir den Satz schine Anwendungsmoglich=

keiten und in konkreten Beispielen konnen fir die Reihen
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der fr in Gestalt von Satz 1 kleine obere Schranken fur die

Losungsanzahl gefunden werden.

BEin Beispiel zu Satz 5 (aus Lit.10,817):

Sei K = R(\=7) wnd Aqi=T, Aji= <1, Agi= 7,
Bq:=1+\E7, Byi=1-1=7, B,:=2,

also f: / —=K
X P> f<X>=</l+\\E77)X"(/I-\JE7>X“ \\/':7? 2X .

B4

Es ist /81/82/:1 , Jedoch /32 keine n—-te Einheitswurzel

fir ein nel (M/p, = 2HEL ¢ o).

Weiter ist (1+\V09)8 = =3968-384V=7 =1 mod 3

il

——m [®)

(T=\=7)" = =%968+384+-7 =1 mod 3%
2 . . .
27 = 25¢ =71 mod %
f besitzt eine Nullstelle in 8¢ +r genau dann, wenn
fr:;Z = K

p Fr QY+ T THNSY+T T S8y+r
g = P () = (e BT (1 RS L 2

: - . f L
eine Nullstelle hat (r4{0,...,7/).
Wir entwickeln £ (Y) fir r=0,...,7 in j-adische Reihen
(Y Unbestimmte iiber 7 ):

e . - i FTENT
£ - 3% (1323128 "7)" (D) (1e\Z9)*
n= )

3 (13254128 7)™ (1) (1= )T

3
Il
O

o

i

Z n,Y T
57.85°() 27 .

B

Man darf fr<Y> nach der & -Basis (1,{=7) von K (= @%—Basis

von K5> umordnen (siehe Einleitung 1)). Die ersten drei

Glieder davon schreiben wir fir r=0,...,7 an:
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£ (D) = [-3.851-32.857 ()37, .. [

v [1-3.256043% 677376 (5)+57 .. o] 7
Nach Satz 1 hat die Reihe der ersten Komponente hochstens
eine Nullstelle, ndmlich y=0 (Grad(85Y) = 1), die der
zweiten Komponente aber keine Nullstelle (Grad(-1) = 0),
sodaB f_ keine Hullstelle in 7 besitzt.
£,(0) = [3. 47OY+52.9.852<§>+55...;7

+ [3(-2902)1+5%,3948658(£)+37 v o] (7

Da 170 und =-2902 3-adische Einheiten sind und Grad(170Y)=

Grad(-2902Y)=1, hat fq genau die Nullstelle y=0, woraus sich

fir £ die Nullstelle 8.C+1=1 ergibt.

-

'5.4,85Y+5 o 8)9({>459...t/

)
+ [ 37 (=1252) Y44, 1655607 (@,) %7 4.,/un()(9,+§ ves/

)
o
N
]
N
1
™

8.0+2=2 ergibt.

+ / 464).40.ﬂigy_%a-.. 7¥L7

hat keine Hullstelle.
Ebenso haben
£, (1) = [3.16.857-52.16.85%(D)+. .../

5264-5.46.428Y+52....;/i:? ,

-

[3.52.857-57.32.85% (1 )+ 5...97
R e Ao 2O Ny
+ —04‘“‘5.2./1/0./]28Y'*‘9 ..oo.j \""7 b}

5 (Y)

i

]

o . ~ )
£(Y) = [-3.64.857-37.64.857(5)+....]

[25643%. ... ] 27 und

-+

‘.‘f r
(Sat'd

hat wie fﬁ(I) nur die Nullstelle O, was fir f die Nullstelle
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£,(1) = [-3.85.1287-3°,852.128(3)+. . ]

PR

-+ [5(256+2.852./]28Y>+520ooo] \{_7

nach Satz 1 keine Nullstellen.

Wir erhalten somit das Ergebnis:

F(x) = 1+V=7)F = (==X Z V7.2 = 0 ist nur fir

X = 17 und x = 2 erfillt.
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IT.5 Lineare rekurrente Folgen

Sei K ein algebraischer Zahlkorper und {f<n2}ngﬁj eine Folge
7

in ¥.

Man nennt [f(n)} s linear rekurrent mod h, h 1, wenn
=0

es rationale Zahlen c_,...,Cp 4 81D%, sodad fiir alle ne /N,
47

f(n+h) = cjf(n+j) gilt.
J=0

Ist dabei h kleinstmdglich gewdhlt, so sind die Zahlen

e ¥ f . indeutig bestimmT.
Cy 1 Cp_q durch é}<n)}neﬁé eindeutig

/7 -
/7“7 -1
. . —— .
Denn sei f(n+h) = > c.t(n+j) =5 _ d.f(n+j) und ange=
.::o ¢ j—:O
nommen, I:= max/b; cj¢dﬁ} existiert, so ist f(n+r) =
1S 3}
7 c.—dj
S €Q~EL f(m+3) im Widerspruch zur Minimalitas von h.
J=0 " "o

bs 1s%® Cq £ O, wenn h minimal 1istC,

™

In diesen Fall heiflt das wohldefinierte Polynom

=1

v D . . .
G(X) := X7 = ¢ 1% — eee = C Bezleitpolynom zur re=

B

kurrenten Folg /f /

Polge [f(n) ne A,

Es soll im Folgenden eine Beziehung zwischen linearen
rekurrenten Folgen und Funktionen des Typs

f: J——sK
x k—mwsfﬁq(x)ﬁqx + eea + AS<X>BSX y Ajé K[X] ungleich

Null und O # BjééK, hergestellt werden,

zur Folge {f(n)/néﬁ/gehbrt die erzeugende Funktion

O - -
Y =5 r(n)z2%e K[z .
n=0
Setzt men B(Z) t= b_abyZt .. +b, 27 it
b, := £(0), by := f(ﬂ)—ch_qf(O), by 1= f(E)—ohan(ﬂ)—chﬁpf(O)
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U.S.W. bis bh__,I 1= f(h—ﬂ)—oh_qf(h—2)— oo -cqf(O),

. . B3(7)

so ist Y = - e (5)
/l—'ch_/‘l Z"" e s o™ COZ‘
Beweis:
1 le S /s

T~c qz_ e _Coza B(Z) = - ( N5+ eee +C 4 )¢ B(Z)

°0 47 Xk )
) Z% Bna” —?;@ By 2 ( P(n)e )

n= =

&2 A"// o) /1”7
= > ka<n>Zn+k = Z“m ( Zwm ka(n”k))Zn .

n=o k'—'o 11;—_—0 k:O

D ie letzte Reihe ist gleich Y genau dann, wenn f(n) =
-7

Z ka(n~k) fir alle n ¢ 74, .

<. - . A ; Shan
Nach den polynomischen Lehrsatz ist 3 (C, alit eee +0FA‘}

wl

[

n P N
> > (k k )(C A) . .<Coé > Z
n=0 kq+...+k A A R Y L

A h
ki/o

1 o)
)Ch /}k,. . C k’{; ZJ{}, T, Te e +hk!:

= k,7 taoe ’—{'kk k
<> k/f ,ooo’kﬁ'/_"()Ch—/]

. k,\H02
n=0 k/l +2K At e oo +K, =0 e

.o otk k K
(F iTee et 47 ac
tf]’...’i{/ n— (@]

N

Daraus folgt: P(n) = S
1{/‘. + o Y "\L't]k},lz

Die Folge fP(nz}né%,aber ist wie {f(n)} e eine zu G(X)
¢ /— A7

gehdrende lineare rekurrente Folge, also P(n+h)= > CJP(n+J)
:j—‘O
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H-7
denn: E c.P(n+j) =
—0 J
Jd
= - C(j - k ’...,:k./' h"‘/] M ‘-~~. O
=0 k1+...+hkh=n+3 -7 4
#-7
= ¢ (Frteeethay, I
: éEU J k1+...+hkh=n+h—(h~j),k7""’§4 b=
47
—_ - ~ 1{+-oo+kﬁ~/} ]{7
e i k%
J=0 k1+...+hkh=n+h 7 AT YA
A7 K k, -1 k Ko
"2 O TP LN IR A £
kK, =n+i = 9e0e 9, T lyea gy - cee
k1+...+h£n n+n, J 7 N Ao 4
kKj+e.atk,
= ’/ . * 7t
(1{"7,."’}{/{)

= P(n+h) .

Durch vollstandige Induktion iber n ergibt sich
F s

it
f(n) = > ka(n—k) , denn:

i

n=0: £(0) = b _P(0) = b

n=1: £(1)

1l

Gelte die Induktionsannahme.

A7

f(n+1=h+h) = ; cﬁf(n+1—h+j)
J=0
'A.> 4{~A/’; /[L'//
> c.ry b, P(n+l-htj-k)
550 k=0 K

1l

f{(n+1)

~
I

b, T c.P(n+1-h-k+3)
o g Cal ),
=P(n+1-k)

't

Insgesamt ist also Gleichung (5) richtig.

Y 1aBt sich umformen in Y = B(%) =
1—ch_1Z—...—cOZ¢
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_ __B(Z) ) __B(2)
2Pa(z™ ) T =gy w™
=7 g=1

/
wobel G = ZT Gimi die Zerlegung von G in Potenzen verschiedener
=7

Primteiler und Bi qaeeesB die paarweise verschiedenen
9

i,n
Nullstellen der Gi im algebraischen Zahlkorper

L ¢ = K(B/]’/l,ooo,B/]’n4,oo.,BT’/‘i,ooo,BT,n7-

) seien (die Gy
sind separabel).

Mit Partialbruchzerlegung folgt weiter:

- T i Vs }’M- E . e
Y=, 2 2 =) —~  mit )/i < L. .
T=T 3=7 =1 (1-8; .2)" »d
i,
] — n\r
= (7 (B 7)) =
(1-B. .7)F a=o e
1yd
0 7t /1'1 P ) n
= 2 (22 Y (3. .72)™)
n ::O _}’7 (, :;6 E—E j/:‘:;;w 4 J
oo .
= > Arui(h)(ﬁi’jZ)l , wobei
Ar‘15££2[XJ ein Polynom (r-1)-ten Grades ist (v 2, kozn),

(Induktion iiber r; vgl. Lit.10, §18, Seite &%)

Also wird Y

I
A

=: B. .(n), wobei B. .&L[X,
EOR ; g€ Blx]
vom Grad mi—ﬂ.
o
Vergleicht man die Koeffizienten mit Y = 7 £(n)z" , 50 wird
n=0
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7

< n

f(n) = %;; %:T Bi,j<n>Bi,j .

Damit haben wir den

Satz 6 (Lit.10,818.R):
Sei {f(n)} _.; eine lineare rekurrente Folge in einem
J nc/&é

algebraischen Zahlkorper K mit dem Begleitpolynom
G(x) = xec, XNl Ll <o e O], nya.

h-1 o)
Seien By .. ’Bs die verschiedenen Nullstellen von G mitv

A
den Vielfachheiten mj,«..,m  (also > m.=h und B, alle
K i-“—‘/l .

ungleich Null wegen ¢ # 0).
Dann gibt es Polynome Aq,...,ASéEK(Bq,...,BS)[XY mit den

Graden mq~4,...,mg«1, sodafl fir alle n éﬁ%ﬁ

. n
f(n) = » Aj(n)ﬁj .

J:
Mit diesem Satz folgt sofort:

Batz 7 (Lit.10,818.1):

Die Voraussetzungen seien wie in Satz ©.

Zusatzlich seien alle Bi und Bi/Bj fir i#J keine Einheitss=
wurzeln und P(X) ein Polynom mit algebraischen Xoeffizienten.

Dann ist f(n) = P(n) fir nur endlich viele n e &, .

Beweis:
Sei L = K(Bq,...,BS) und M der Korper, der durch Adjunktion

der Koeffizienten von P zu L entsteht. Dann hat die Funktion

£f: 7 > M

&

2
X b————= Aj(x)BjX—P(x).ﬂx nach Satz 5 nur endlich
3=

viele Nullstellen.
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Bemerkung (Lit.10,818):

Ist{%(n)}néﬁ% eine lineare rekurrente Folge mit den Vorauss=

setzungen von Satz 7, so kann man angeblich durch sorgs=

fdltige Anwendung von Satz 1 zeigen, daB es eine natlrliche

Zahl N gibt, sodal keine algebraische Zahl von der Folge

mehr als I mal angenommen wird.

Wie Satz 1 dazu verwendet werden kann, ist mir jedoch nicht

bekannt. Es wird vernutet, dall diese Zahl N nur von Grad

5

el

I3 e s
des Begleitpolynoms der Folge jf(nl}n{ﬁ} abhidngt. s
' r/"»c, ~

Folgen,

deren Begleitpolynom zweiten Grades ist, soll mdglicherweise

5 sein.

1

Fin RBeispiel zu batz 7/:

Sei K ein algebraischer Zahlkdrper und ff(p)}n:” el
lineare rekurrente Folge mit £(0) := a, - K und £(1)
die der Gleichung f(n+2) = f{n+1) _ 2.7(n) geniigt,
5 A
Das Begleitpnolynom der Folge lautet G(X) = X° - X -
b e : LA} i - Ao /]’*“\»"'/ /}"“
hat die beiden Nullstellen qu= ——tund BQ:= —r
faly - -
ier ist B(Z) = b _+b,0 = ~a )% un
Hier ist B(7) b +b4 7% aOJr(a,1 ao)a und.
. a +(a,~a )7 v 2
v - B(7) iOT<ai do>J e L L 2
T 2 7 TSR T-B.7
470 - 7= qu)(1 g} 1=B47 1 B2
N7 a,-a B
~ s N, .- N . e i 2 -
= B, Z (4= —— und /.
2 b1 2 Dzt mit i pd o
\

=== f(n) :J‘\]Bqn + 3”28211 = A ((ay-a 8,)8, i (a o812y )82 Je

\‘L 7

Bq und Bg sind keine Einheitswurzeln, und nach dem Beispiel

zu Satz 5 hat 81/82 den Betrag 1, ist aber keine Einheits=

wurzel,
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Nach Satz 7 gibt es also kein Polynom mit algebraischen
Koeffizienten, das an unendlich vielen Stellen Werte aus

- _ .
der Folge {f(nylléﬁé annimmt.,

Bin ESpezialfall: £(0) = O und £(1) = 1 mit f(n+2)=Ff(n+1)-
2.5(n).

Dann nimmt die Folge den Wert 1 nur in n=1 und n=2 an.

denn: f(n) ={;} (Bqn~32n) = ;5_((1§ﬂ22)n = (15)&2)n>
\‘K__‘ \v_

Aus dem Beispiel zu Sabtz 5 wissen wir, daB die Gleichung

SN X fa TENX . — -
gqf\:?} S U207 a0 oder (M=) = (1) =7 2% = 0
25¥*7 QXY_

in ganzen Zahlen nur fir x=1 und x=2 erfiillt ist.
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1T.6 Diophantische Gleichungen

Satz 5 dient uns Jjetzt zur Aufstellung eines weiteren Satzes,
der durch seine Gestalt schon etwaslbesser erkennen 1&8B%,

wie die bisherigen Ergebnisse mit der =zinheitentheorie

von Zahlkorpern zusammenhingen, in denen genau eine Funda=

menbtaleinheit existiert.

Satz 8 (Lit.20,S8atz 6 oder Lit.21,Satz 5):

Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n, (0;ye..,0)

eine [/ -Basis von K und O# € K.
Fir xe Z seien Xq,...,xné<ﬁ 50, daB «* = Kilht oo +X LA 0

Tst 02Fe 7 [X),..4,% ] ein Polynom und //xc/,L(x youey )=0//= )
3
S0 gibl es ein r@;{O,...,M-W}, sodal F(Xqyeeeyx ) = 0 fur

alle x = r nod M.

Bewels:
Sei p eine Primzahl und zwar so, daBl o eine p-adische Iin=

heit in K ist. Wie im Beweis von Satz 5 gibt es dann ein

Me N mit < I»~1 mod p, also gxM = 14+pR, Bz%O;.

Die Funktion: ziD

Kot x s (¥ 158t sich somit
74 g L4 . . » . . -\—(:\;7— I *‘{
iiber ﬁé in die gleichmidBig konvergente Reihe (pB)n(;)
m=0 :

: - SRS 1| R .
entwickeln., Da B<§OD, hat B‘é;Op eine Basisdarstellung

I48
A N . y .
Z=, bm,j LJ. mit b .E,QP, wobel fb

. n.3 | beschrénkt bleibt

m,Jj'p

fir alle m und Jj.

; o0 /L
Also ist fiir xeZ < DF¥ =S PN S b, )
=0 3= myJ J~m
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4% oo
— m _
JZ_ ( mZ=O D b J<m)) oy mit p—lgrgap Py, 50 (6)

Sei T € (0yan.,il=1}

Wir betrachten alle xcZ der Form x=Mx'+r, x'€/Z

PR X . . MX' ]
\ = & - = Z G ce e 'O
Fir « Xglnt eee xnc«)n sel x ® gyt +x0 G
und o(r = a O+ +a, ) mit x..x'. und a. éwﬁ .
) 1,21 0 n i i i,r
x Mx!' r ~ﬁ% s
Es folgt: ™ =X T =% a. x'V..0) =
T=1 1= 1,0 J 1 J
1L /L 7_/‘£_ . P ( ' > s . >
o a. .. x'. . % 2 0 N x' L)l
57 %;; 1,T J o7 i,J,0  h = =7 5 1,r}1,3,h J7n
4 “ X
nit ) < e Wegen (6) ist x'. = 2 b (* ) und daher
1,J,0 =0 M, J
/4= I 3 m X‘
S e
o= ) 8. 7. . )
n ]:—15?__7!‘ 140 ]-,J,ﬂg;- +d
e m,x" R
= > > > a. VL b L) 0D ( ) mit p- llmc =0,
e T o/ p
m=0{1=1 J=1 1,0¢ 1,J,0 Myd )~ h
CIRLEY Sl S
-t (";_7 ,/: {' ‘x?,;‘
Somit ist die Abbildung: 7 —s #: x' b—p X, » T£hn,
stetig fortsetzbar zur Abbildung:
e 7 T, ; e m ,x' 3
& r— X : ' v b a
LS Kt x ;=O Cm,n p ( m) un

£ 2 & x' 3 F(x4,000,%,) stetig fortsetzbar zur
07 =2 Ul x!
; . P e . (. 1 7 Z:
Abblldung. fr. Z’}D r o’(p- X "'_""""'?-U( Cm /‘|& ( ), oo e

m=0

...,z_ ")

m.—:
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Gibt es kein res{O,...,M—ﬂ} , sodal f, die Nullfunktion ist,
dann hat Jedes fr nach Satz 4 nur endlich viele Nullstellen
und deswegen auch f: Z ——3 [ 1x > F(X ye00,%, ) UL
endlich viele Nullstellen.

Hat also f unendlich viele Nullstelleﬁ in Z , so muf} es ein
r&{0,...,M-1) geben, sodah £, die Nullfunktion ist oder damit
zleichbedeutend f auf der Kestklasse {Xéif; x =r mod M} iden=

tisch verschwindet,.
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IT.6.1 Gleichungssysteme in drei Unbekannten

In diesem Abschnitt stelle ich zwel Sdtze iUber die Endlichkeit
der Losungsanzahl gewisser Glelchunvssysteme auf.

Sie dienen dazu, bei konkreten Beispielen prifen zu konnen,

ob die Anwendung der Skolemschen Methode zur Berechnung

der Losungen auch sinnvoll ist (Endlichkeit der Lisungsanzahl).
Batz 9 (Lit.20,8atz 7)

bel (1,(J4,:Qé) {{ -Basis eines kubischen Zahlkorpers K mit

L3 e O

s £ € O

ueienﬁfd undi?b die beiden nicht-identischen Isomorphismen

negativer Diskriminante, wobei

von K in € und fe ﬁ/X,Y,Z7 ein Folynom, dessen hoéchster

homogener Teil {Uber & nicht durch das Polynom

ROy #7012 (Yo, +20,) (EaFo7 (6 04205 (95)) (K 5 (0 )45 (205))

< Z[X,Y,2] teilbar ist.

N

Dann hat das Gleichungssysten

(XY, +70,) = 1
1 2 '

i (7)
(X, 1,2) = 0

nur endlich viele Lisungen in /.

Beweis:
Der Satz stammt von Bkolem aus dem Jahr 1933, Der Beweis

ist verhdltnisméBig langwierig und nicht konstruktiv (indi=
rekte Schliisse). Er ist deshalb fiir die Anwendung nicht zu
gebrauchen, 4us diesem Grund mdchte ich mich auf eine Skizze

beschrinken:
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Es gibt ein algebraisches ts¢, sodaB K = R(t) (3atz vonm
primitiven Element). Nach (Lit.18,Kep.2) ist die Diskriminante
von K bis auf einen quadratischen Faktor gleich der Diskrimante
des Minimalpolynoms g von t. Das kubische Polynom g hat also
eine reelle und zwel komplexe Wullstellen, sodall K einen
reellen und zwei konjugiert komplexée Isomorphismen nach a
besitzt. HNach dem Dirichletschen Einheitensatz gibt es

somit in K genau eine Fundementaleinheit £. Vir nehmen o.E.d.A.

an, dafl X und damit & reell 1ist,

K3

Das Gleichungssystem (7) fihrt also zu einem System

A4V 4700, = £
1 2 (3)
f(X,Y,Z) = O y

wobei n eine Unbestimmte iiber /. ist.

Wach Satz 3 gilt: 1Ist obiges Gleichungssystem fur unendlich

PR > e ~roc L] 3 S 3 3
viele (x,y,z,no)ég{ erfiillt, so gibt es ein M/ und ein
i
L0 - A e e S S, AN B ~ N N o T
T {0,00.,M=1T7 , sodal das Bystem fir alle (K,J,Z,DO)M,‘M
mit n r mod M erfullt is

Letzteres kann Skolem jedoch ausschlieRen.
mr zeigt zundchst mit Hilfe der Yatsache, dal der hochste

homogene Teil von f und N<X+YQH+ZL5> tellerfremd sind, dal
/~n O k s T )
die Folge { il N - -~ nur endlich viele Eiufungs=
{ Mo n,, J (6]
[ —-() ((‘ ‘
punkte (bez.aer gewShnlichen Topologie) besitzt, wenn die

"

n, eine beliebige destklasse durchlaufen und (x,y,z,no)6£84
Lésungen von (8) sind. Da die Grundeinheit & grofler als 1
gewshlt werden kann, geht(€n° gegen O fur n, -7 02,

Wegen W(&) =£6}(£)Gé(£) = 1 gehen dann UH(S)nound Ué(é)n°

gegen unendlich. Das bedeutet, daB die Folge
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(5% (™)
Cﬁ dieselben endlich vielen Hiufungspunkte besitzt
0~ (E'Dg N7 =00
: e Ny
wie /;%:ﬁiﬁi_lj
B gy (e™) /n,—r ~ o2

, . gniGXEnj
(Begriindung: Ist &, Hiufungspunkt von {‘ <
R (1) /e =22

so gibt es eine unendliche Tellmenge MeZ,,, sodaB &, Grenz=

fa'f-.' *
| . AL, . .
wert der Tellfolgezf" 7 ist. Dann ist £ aber
((jﬂ‘rlc /’u{’/ )
o e / £ Gl
- (] o)
auch Grenzwert von ~—ém£1—u— + JZL:~££F~
( 7-} 1 et ( S /»'6/7'00
= =2 LGl k) L T
= und somit auch von {—=fE [z f.]fZ}
L5 Jmett TGl ey
Oz/f } i 2 #-7 — (F

[ e /// 1)
: 4 b hn! - (J,«‘,’ .IC /
Also ist £, auch Haufungspunkt der Folge — .
b /7% /1 — OZ
< - o

Die Umkehrung zeigt man analog.)

3
)

[ /
nr | (C> | qQ 14 -
vemen | - = 1 Jiezen alle Folg englieder auf dem konplexen
& | oo ( 5 ] [} < fJ I

inheitskreis. Dabei muR sogar eine iinheitswurzel sein,

da sich sonst die FTolgenglieder dicht auf dem Einheitskreis
verteilen wirden im Widerspruch zur Endlichkeit der Haufungs=
punkte.

Weiter zelgt OSkolem, daB als Einheitswurzeln fir

nur +/ff9,+/—i und +/—if in Frage kommen, wobei

Jg5:q, )

Durch Betrachtung der Kdérper @(a%), N (w40 (w ) “’(J )) und
CQQf) und der Diskriminante von &Q(wq) gelangt er zur Fest=

stellung, daf iﬁ(wq) die Gestalt @ (¥4d) mit deZ haben muB,

woraus sich aus der Darstellung vone in diesen Korper (=K)

der Widerspruch ergibt, daB N(g) = d?"c5 =1 mit ce & , also
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d eine Kubikzahl ist ((Q(w,})ﬂ{ hat den Grad 3%).

Der letzte Satz kann noch etwas allgemeiner formuliert werden:

Satz 10 (Lit.20,8atz 8):
Die Bedingungen seien wie in Satz 9 und O # he /.
Dann hat das System

h

N(k+YaH+Zaé) =
£(X,Y,2) = 0
nur endlich viele ganzzahlige LoOsungen. *

Bewels: Wir fihren die Behauptung auf Satz 9 zurick.

In Z-Modul M := {1,0,05) gibt es nur endlich viele nicht=
assoziierte Zahlensx mit N ) = h (siehe Lit.3,Kap.II,82,8atz 5)
( Jﬁ} (l Tdeal in OK

Jede Zahl B« I nit W(R) = h 1Bt sich dann schreiben als B=«g

3 4~ T ,"\ — r; 5y N / . Z LA . 1
mit N )= ?OK/Mf = hj dist endlich),

wo & eine Finheit in M ist. Seili ' = a+baﬁ+cab und.

£ o= WAVEAWe, mit a,b,c,u,v,w e L

Denn folgt: B= oie = (a+beyten,) (Whvin+wel) =
(aqu+32v+aaw)+(b1u+b2v+b5w)ah+(cqu+02v+05w)ab =
= X + y/»i] + Z[Je ; ai,ﬁoi,ci = Z L4

Fan erhil®t nun alle Lisungen von

N(X+Y04+Za)) = h
£(%,Y,%) = 0,
wenn man fur jeden Reprdsentanten « ,N(x) = h, das Systen

(U Ve, +Ued, ) g

1l

g(U,V,W) = 0
mit g(U,Y,W) := £ (Ua +Vag+da5,Ub +Vb, Jba,Uc +V02+W05) (9)
eZ{u,v,u/ 16st,
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Die Bedingung des Satzes fir g ist erfiillt:

Sel angenommen, daB der hichste homogene Teil g, von g
teilbar ist durch N(U+Vw1+Wab), also gr(U,V,w)
N(U+V0, 4400, ) L T(U, VW), T e Z[U,V,u/ .

Die Gleichung 1dBt sich schreiben als 2 (U,v,W) = (10)
R(U+Va+Ha,) e L0 B(UV, W) = W (U+Vey 410y )T (abb g 400, YI(U, T, )
mit TeQ[U,V,w].

Die lineare Abbildung: M = M: £ — >AE 1st wegen o¢ # ()

b, b, b, ]

oo

tiber ¥ und somit die Abbildung W[U,V,W] —s Q[U,V,u/

. . . e . . a, g, a,
injektiv, sodaB die zugehdrige Matrix ( 2 ‘jlnver'lerbar

U F— a,U+a,V+a, i
7 9 2 A
v #———f?qu+bPV+b5w
W i Cc_ U+Cc,V+C,W
] 2 3
ein Ringisomorphismus ist
/aﬁ \ a ‘) A I dee e, A de pAG] -
i } = 5 e Deshalb entsprichl dem hdchsten homogenen
[P
1.0}/ [ (::
Teil g, Von g nach (9) penau der héchste homogene Teil fr
von I,
. -1 |
/a,1 a,a; | ja' al al |
', b, by = b b! blj& GL(3,%)
Lol al bal (I
","C/. C, Cyy Ve, Gy Cf,/

rLGGY,E) s f (UU,JJ82+ av,Lb1+fbj+uo§, +V02+W05)

= 5,.(U,V,uw)

i > Yt 1 7t ~ ] Wl T 1 ' < .
5. (U, V, W) —>g.(Xa' +Ya ptZaly,Xb' 1 +Yb! 42D 32 %¢ 1+fc'2+Zc'5)

Men kommt mit (10) zu dem Widerspruch:

LG 1,2) = RO Yep+20,) TH(X,1,2) , T'e®K,Y,27 .
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I1.6.2 Zerlegbare Formen in zweil Unbestimmten

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des Thueschen Satzes,
daB jede irreduzible Form vom Grad » 3 nur endlich viele
Losungen in Z besitzt. Im Gegensatz zu den Beweisen des
allgemeinen Satzes liefert jedoch der hier wiedergegebene
Beweis in Verbindung mit Satz 8 eine lMethode, in konkret
gegebenen Fillen die endlich vielen Losungen tatgichlich

zu berechnen.

)]

jatz 11 (Lit.20,3atz 9):

Sei B« Z{U,V/ ein homogenes Polynom.
7(U,1) sei irreduzibel iiber (/, dagegen reduzibel in einen

D

kubischen Zanlkdrper K mit negativer Diskriminante. vann

liesen auf den ebenen Kurven #(U,V) = a, O#acZ, nur endlich
- T3 a9m 1 4 N K \"2
viele Punkte (u,v) in /Z°.

Bewels:

v
bl
il

e ar ;v TN T/ A ' . . /]
bel K= &(u/ und‘d,w die Xonjugierten von V.
Deann zerfillt ¥(U,1) iber K in drei konjugierte Faktoren

j A S YAy
JTF ( U Y /l ) L// > & //,i f/ 3./’;_, !/ U}] 9

ULV PRSI
i (b ’ | . ;/ ) £ A if’ /I_j t'jj llnd

F(U,1,7") €

707 .

Somit 18B%t sich F(U,V) schreiben als F(U,V):N(F(U,V,Lﬂ)) P=
ULV, )R,V R(U, V), wobei F(U,V,4') homogen in

U und V ist., 7(U,V,+') hat in der Basis (1,<P,1T2) die
Gestalt £(U,V) + g(U, V)V + h(U,V>qp2 , 1)
wobei f,z,h « Z/U,V/ homogen und alle vom gleichen Grad

sind!
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Nun ist die Gleichung F(U,V) = a dquivalent zum Gleichungs=

systenm N(X+YV’+ZJ72) = a
(12)

B

= £(U,V), ¥ = g(U,V), 2 = n(U,V),

wobei X,Y,7 Unbestimmte iiber Z sind.

Yach (Lit.17,8atz 56) gilt, daB k+1 Polynome in k Variablen
iiber einem Kdrper K stets algebraisch abhingig sind (liber
diesem Korper). Also gibt es ein Polynom G € Q[X,Y,2/, G#O,
sodaBR G(f,g,n)=0 in U und V.

Es gilt nun: Das Gleichungssystem (12) hat nur endlich viele
>

Ldsungen in Z - genau dann, wenn das system

N(X+Yv"+22ﬁ2) = a
(1%)
G(X,Y,%) -0

nur endlich viele Lésungen in Z ° besitzt.

Finerseits ist nidmlich die Abbildung (¥,7,2,U,V) — (X,¥,2)

der Menge der Loésungen von (12) auf die Lisungsmenge von

(1%) surjektiv. Andererseits gibt es zu einer Lisung (x,y,2z)¢
7 2 von (1%) nur endlich viele u,ve /s, sodaB (X,y,z,u,V)

eine Ldsung von (12) ist. ()

Per Grund fur letzteres liegt darin, dafl £,z und h relativ

(o]

prim zueinender sind. Penn widre dem nicht so, so hatten

i

also £y und h einen gemeinsamen Teiler, der keine Xonstan
te 1st und auBerden wegen der Homogenitat von f,z und h
auch homogen sein mifte. Deraus wirde aber wegen (11) folgen,
dad F(U,V) = §F(U,V,7'") einen homogenen fTeiler vom Grad 7 1
hdtte, sodal #(U,1) reduzibel her (@ widre im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Es sind alsc o.E.d.A., £ und g teilerfremd. Nach (Lit.9,

= T Rz e L L - + P el e r
Kap.IV,86) gibt es dann zwei Polymome Pq,fg«:(u[U,Y] und
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0 # Qe®V], sodaB P f+P,g = Q.

Jede gemeinsame Lésung (u,v) € ZE von f=0,g=0 ergibt da=
mit eine Losung v von Q=b.

fnalog gibt es Pq‘, P, ¢ (U, V] und O % Q'€lfu], sodaB
Pq'f+P2'g = Q', Da Q und Q' nur endlich viele Nullstellen

haben, hat auch das System £=0,g=0 nur endlich viele LOsun=

S R N . .
gen in Z©. Wegen der Homogenitédt von f und g gilt dies auch
fir jedes Gleichungssystem f=x,g=y mit x,ye £, womit die

Behauptung (%) bewiesen wire.

K3

Damit nun (13%3) nur endlich viele LOsungen hat, darf der
héchste homogene Teil von G nach Satz 10 nicht durch

7 =, M 7o 2 ; : b . Y : : 1 3 1

N(X+Y+/ +24'<) teilbar sein. G ist aber selbst homogen, so=

dall men, wenn notwendig, G so oft durch eine Potenz von
T T = P . . .y TN tiqeoad
N4+ 4271 7) dividiert, bis ein Polynom Gq(K,Y,L) Ubrig=
52

bleibt, das nicht mehr durch N(X+Y' +72v teilbar ist.

Die Hullstellen f%g0,0,0)) von G und Gq sind dieselben.
Zuriickschreitend hat also (1%), daraus (12) und deswegen

F(U,V)=a nur endlich viele Ldsungen.
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Beispiele

1)

Mit Satz 11 lassen sich alle irreduziblen kubischen Formen
mit negativer Diskriminante behandeln! (zur Definition
der Diskriminante siehe III.2)

Diese zerfallen némlich im kubischeﬁ Kérper @ (J)),7J! eine
Nullstelle der Form, und die Diskriminante von (@ &) ist
bis auf einen quadratischen Faktor gleich der Diskriminante

der kubischen Form (siehe Lit.13,Kap.2). “

5 sei hier erwihnt, dad B.Delaunay (1922) und T.Nagell (1928)
unabhéngig voneinender bewiesen, dal irreduzible kubische
Tormen mit genau einer reellen Nullstelle (oder &dquivalent
dazu: negativer Diskriminante) hochstens 5 Losungen in 2.
besitzen. Sie benitzten jedoch micht die p-adische lethode

in inhren teweisen,

Fiir das folgende Beispiel beniitzte ich eine Tabelle von
wundamentaleinheiten einer Anzahl kubischer Korper mit negas
tiver Diskriminsnte, die in einer Arbeit von M.Pohst, P.Weiler
und H.Zassennaus 1932 erschien ("On Effective Computation

of Fundamental Units I,I1", Math.Comp.s8,number 157,Jan.1982)

Gegeben ist das den Korper X definierende Polynom
-5 2 - . ‘ . iy o :
£ = X7 + 4X° + 6X + 1 nit der negativen Diskriminante -139,

also K := G((j), wobei\f eine reelle Wullstelle von f ist.
Wir wollern alle ganzzahligen Ldsungen der Gleichung

- O - -

2 b 4X°Y 4 6XYT 4 Y0 = (14)

mit der Skolemschen Methode berechnen.

<j> ist eine Fundamentaleinheit in K, sodaB (14) gleichwertig



ist mit N<X“VTY) = 1 oder X~VYY = +/--fn , n Unbestimmte
iber /. s gilt: 44 ist die kleinste natiirliche Zahl mit

J

Wir setzen n=44n'+r (n' Unbest.iber Z) mit r 6{0,4,...,4§} .

) ) 2
= /]+2§/;Z R 7;:— —'7——/39f —-8\_}) mod 23,

AUn't 41

Die Komponente voan in J?a ist nur fir r=0 und r=1

kongruent O mod 23, sodal nur diese beiden Fslle untersucht

werden missen (Computerhilfe).

s P v Jd44an!
Wir entwickeln ZunaCﬂSuvf

in eine gleichm8Rig konvergente
. . . il ! o0 1 k.n'

2%-adische Interpolationsreihe: f st > 25Kg K(E ) =

02_ b} t k:U

7 25k(—7~49j>~8(ﬂ2+257’)K($ ) (#'eZ/p) und ordnen diese

=0 i o\ hhnt 2

Heihe nacn der Basis (4,j9,J” >:vf :[1+25(—7)n'+25 ..;7

+ 5{'25(-49)11%252. . / P

-

¥ 23(-8)n+23%...] ¢

~J

> o
o/ oo e . 7 Mo o - e St (T 2 Wanw T
Da \1,? ,;— ) auch eine vﬁga—gablb von K25 ist (Lit.3%,Kap.TV,
§2,8atz 1), folzt

i»

- i e
23(=-8)n'+23%", .. = 0 oder 8n'+2%... = 0

o7 .
Wir suchen also die Nullstellen der Peihe B = > 251fi(X)
1=0
mit T, = 6X. Da 8 eine 2%-adische Zinheit ist, kdnnen wir
Satz 1 anwenden und erhalten, daB F hdchstens Grad(fo), d.he
eine Nullstelle hat. Iine solche ist nO=O.
e . 4n ' 41 - .
sntwickelt man analog ¢ + s S0 ergibt sich
o)

;"~ =z '72 o -F -7 ; - 4—;2 b . 7 -
j23.8n'+25 .0, | + J1+23.4 I 423 ..t]JO + /25.19n'+2ﬁ2...7
i o [
und deswegen mull gelten: 13n'+23%... = 0 .

Diese Reihe hat wie vorhin auch nur n =0 als Losung.

o
Wir erhalten also insgesamt X—j)Y = +/- JUO, +/~‘f] R
woraus sich durch Koeffizientenvergleich die einzigen beiden

ganzzahligen LOsungen (1,0) und (0,1) von (14) ergeben.

Fur weitere Beispiele dieser Art verweise ich auf den Anhang.



- 51 -

Ich habe dort mit Hilfe der erwidhnten Tabelle von Fundamental=
einheiten zahlreiche Gleichungen mit derselben Methode und
unter Beniitzung eines Computers gelost. Bs war so nicht

schwierig, relativ schnell eine "glnstige" Primzahl zu finden.

B.Delaunay und T.Hagell bewiesen 1922 bzw. 1928 unabhéngig

. 5 e . . .o . N i ~ . -
voneinander, daR fir eine irreduzible kubische Form fiﬁZ‘A,Xj
nit negativer Diskriminante die Gleichung f=1 hochstens

N

5 ganzzahlige Losungen besitzt. Sie beniitzten Jedoch nicht
S &) o

die Skolemsche lMethode in ihren Beweisen (Lit.10,879).

2)

idn allgemeineres Beispiel kubischer Formen mit negativer
Diskriminante ist die Gleichung 0 - Ay’ - 1, wobel d e Z
kubikfrei ist. Sie nhat auler (1,0) hichstens eine weltere
Losung in 7/ “. Der Bewels 1st etwas langwieriz, stutzt

N

sich aber im Prinzip auf dieselben ldecen, die eben demonstriert

Ny

S ~vﬁ 11'7
wurden. Hat X0 - d¥2 = 1

(VA%

eine nichttriviale Losung (x,¥) ¢ 7

! ¢

, . . . ) N . Y s e 3 ———
und ist & eine Grundeinnelt von i ld) MLT Qe KNor'nm 1, SO

\ 2 < - ‘
o1lt: xry i« < oder & . Dieses genauvere Resultat wurde

il

1925 von T.WNagell ebenfalls mit anderen Methoden als die

Skolemsche gefunden (Lit.10,320).

3)

Mit iiilfe der letzten =Zdtze losen wir jetzt die Gleichung
#(U,V) := U2 + 10077 - 2v° - 1, die von Skolem in (Lit.20)
angegeben wurde: F(U,1) ist irreduzibel iiber @2, wie man

0 775 leiol a S
in Z/5 leicht priifen kann. Sie hat in N (W2) die Zerlegung



; 2 . . :
(U2—17+1P2U)(U“—V“+VJ2U)(U2~V”+V”2U) , wobei 'J’:=5T§;

h P) > PSS
! VL gY ik VL % 9y :
Ji= - é + i LéL s Y= - 5 - i LE— ( ®E) hat eine

negative Diskriminante). Is folgt: F(U,V):N(U2~V2V7+UVmﬁ2)
F(U,V) =1 wird also gleichwertig mit

H(GYJ 4207 2) = 4
, (15)

X = U, ¥ = =V2, 2 = UV
Die Polynome Ug, -V™ und UV sind algebraisch abhingig ver=
2

I
o

mége der Relation G = XY+7 7 [x,1,72] (G(Ug,—Vg,UV) = 0).

Wir losen also zunidchst das System

(XY 4572 = A

XY 4 22 -0

(16)

Ny

& (J) hat die Fundementaleinheit £:=+/'=1 mit H(£)=

(siehe Lit.24). Somit wird das Gleichungssystem (16) zu

ol T 2 - N
.}(x"r :’. i.fl +Z’ ‘t/ﬂ = L{:,,
o (17
X7 o+ 7T = 0
. , 3 1 4 I T X
Wir haben 7 = (V'=1)? = 14%4' 23 = 1 mod 5 und setzen
Zon 1 vyl - .
. .- ~%n el 2 .0 A i
fir n=2sn'+r, 040 <3, 277 = X'4¥'y 427 2%, o'a I
.2 - -2 i e e . . . . -n Aot . or
S T= 12V +1°%,  Durch Koeffizientenvergleich in &£ = é)n &

bekommt man fir r=0: X=X', {=Y', 7Z=7'

r=l: A= ~K'422', V=X'-Y', Z=Y'-7"

r=2: A=X'42Y U7 Ve S2K'4Y' 4220, Z=X'-2Y 147,

Aus XY+Z£ wird also fur

- r 2 ~ RV ~,
r=0: X'Y'+2'“ = uO(A',f’,Z‘)
— . 12, vi2 12 et ARA] N Y 7
e S 2 /A N=) G /AN s LR TR AL/ R G, (X',1,2")
2

r=2: -X' +6Y'2~7Z'2—7K'Y'+12X'Z'—4Y'Z' =3 GP(X',Y',Z')
Wir losen jetzt die drei Systeme
/}) KUyt +Z"l)72 - <£5>nl

GO(XI,YI’Z!) = 0



2) XYW 42 = (g2)R
G’]<X'7Y'QZI> = 0

1
~
™
W
g
o

%) X'+Y‘V‘+Z'vﬁ2 =
G,(X',Y',2') =0

S IO RV DD S KURTAR
1=

]

[1+3° (<) B3P (- B st ]

[50043%.2(3 437 (-6) (§ )+3*. L
+ [lﬁn'+52(g')+54.2(%')+55...;7@ﬁl'. .

ot

Koeffizientenvergleich ergibt somit:
)

1 y 1]
£ = 1457 (=) (B437(-2) (B
1 Z t
1= st 23 )7 () (B s
gz, z2m'y 4 5ot
Z’ - 5[1 *5 (8 >-{5 02(§ >+000

Hinsetzen in GO(X',Y',Z'):O erzeugt diec Heihe

5045201 202(0" Y457 (i yn (2 - 3
Zn'+%"(n +2(2 I)+57 (=)n (5 J+teee = O, die nach Satz 1
hochstens eine Lisung und zwar no‘ =0 besitzt.

Analog erhdlt man fir G,(X',T',2')=0 eine Reihe, die kon=

gruent 1 mod % ist, also keine Ldsung naben kann.
Das Gleiche gilt fir G,(X',¥',2')=0.
.
Insgesamt ergibt sich also flr (17) die einzige Ldsung non.

somit ist in (15) ¥=1,Y=2=0, woraus sich fiir #(U,V)=1 die

einzigen Losungen (+/-1,0) ergeben.
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ITI. P-ADISCHE FUNKTIONEN IN ZWEI

UNBESTIMMTE!?

I1T.1 Ein Hauptsatz von Skolem iiber p-adische Reihen in

zwei Unbestimmten

Umn auch diophantische Gleichungen 1losen zu konnen, die mit
Hilfe der Einheitentheorie algebraischer Zahlkérger auf
Exponentialgleichungen mit zwel unbestimmten Exponenten
zuriickgefiihrt werden kounen, bewies Skolem einen zu vatz
analogen Satz Uber Gleichungssysteme in p-adischen Reihen
mit zwei Variablen. Es geht hauptsdchlich darum, ausrels=

chende und leicht iberprifbare Bedingungen dafir zu finden,

W

daBl ein solches SBystem in einer gewissen VWeise zu einen

Gleichiungssvsten cleichwertig ist, das aus tellerfrenden
[ o 0D b

Polynomen aus OVQZ:X,Y] besteht, also nur endlich viele

g

Losungen haben kann.

Satz 12 (Lit.20,3atz 14 und Lit.217,5atz 11):
Sei p eine Primzahl, K ein algebraischer Zahlkérper,jﬂ ein

Primdivisor von G, mit y3/<p} und X< O ein Primelement mit
00

~ 5= -')2 . RPN . ~ . i -
70/{4 s ?L /<ﬁ). Seien Fq s = fi b fi(K,Y) und.

0
< i e e
Fy i E~O7C‘gi(X,Y) aus O, [1,Y] , wobei die Leitkoeffizienten
. X .
von fo und &, In Cvo liegen.
huBerdenm gelte: es gibt P,,P,,0,,Q € GEﬁLX,X] und T < %ﬁ@j

8, € af['f] mit T_,5 # O mod -0, sodaB
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foP1+goQ1 = fo mod. 7
und. fOP2+gOQ2 = 8, mod v

Dann hat das Gleichungssystem

i

F (X

0

il

P, (X,Y)

hochstens Grad(T;).Grad(ég) Losungen in ZZPB .

Zunachst eine Definition, die wir im Bewels benobigen
y - a . o . SN
(Lit.9,Kap.IV,85): Seien T = ao+a4X+ cee +anA und

g = bo+b1X+ cee +mem<§ K;j[Xj zwel Polynome. Dann nennt man

/

/8150 ee385,0y000,0 \

\ } m Zeilen

Res(f,g) = det | 0,000,0,8,,0e0,2, |
; |
5

~

® ® 06 0 0 066 0 ¢ 00 @00 00

!

,s---abo 3Oy eeeyO /

\
(
R I / } n Zeilen

\
\Os"'ao,b,,,a'°-sb¢\//J

o om.n I7, PR et P e U] =

= a b ‘¥ (c{iuﬁk) & KVQ’ wobel & 4,...,% ~die Null=
GE 4

stellen von f und B,],...,BW1 die Nullstellen von g (in einer

|8

Erweiterung von K 9) sind, Resulbtante von f und g.

7 Fal

Sie ist Null genau dann, wenn f und g eine Nullstelle ge=

meinsam haben.

Beweis von Satz 12:

O.E.d.A. nehmen wir an, daB weder fo noch g, aus Ogjx sind

/

(sonst wdre der Satz trivial). Wir betrachten das oystem

Fqoi= F1P1+F2Qq = 0 (19)
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Wegen £ Pi+g Q = £  + wh und
T t L ~
fOPE-*-goQL? 8o T L h' (h,h'e 079 [K7YJ)$

lassen sich ¥ ,F, 0%3["X,Yj schreiben in der Gestalt

—_— =2 e
To(X) + §=q7t T (X,1) baw.

s

oo . - -
8O<Y) + 4 Z]‘gi(X,Y> ’ fiagi = O’,,/,,OZX,Y].
1=

Da jede Losung von (18) eine Losung von (19) ist, kdnnen wir

den Satz flir das System (19) beweisen.

Wir nehmen o.E.d.A. an, daB die Leitkoeffizienten von Tg und

o X . 3 o =T -
B, 8aus ng sind, und setzen Grad(lo) =: nz1 und

Xn+k

Grad(g,) =: mz1. Fir alle ke i 14B% sich nach den

Divisionsalgorithmus durch g+ qk(X)fg(X) + rk(X) dar=

stellen, wobel q,,r, < O;Djtj und Grad (e, ) < Grad(F_).
Dasselbe gilt in Analogie fir zlle Ym+K, ke .
Ist (x,y)¢ /D eine Losungz ven (19), so gilt demnach:
n+k =
: qk(x)fo(x) + T1<X>
(27 i
= ~qy (%) §:q7:'fi(x,y> + (%) fir alle ke N,
m+1 N “ -
J = ql(y/b (J) + ll<l)7>
|
- N PN - 22 am E ool
= ~ql(y> {qua gi(x,y) + rl(y) fur alle l«:,ﬂb

mit Grad(rk)<iGrad(f;) und Grad(rl)aiGrad(ég) .

n+k Ym+l

Ersetzen wir also in T, und g, alle X und durch

(] .
< . L s 5 r
_qk(x) E:’ 4 fi(A,Y) + rk(i) bzw,

O .
U . s 5 .
" () e TG o ()t k1€, so wird

aus (19) ein Gleichungssystem
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T_(X) +xf (XY)+i;7c'f'(XY)_o

( (20)
¥ X, Y = e 1(X,¥) = 0,
8,(Y) +1 &4( )+i7=__% g; ' (X,Y)

WO fq,gq,fi',gi'é‘ Oaﬁ [X,Xj und GradX(fq), GradX(éa) <
Grad(T.) und Grad (fv), Grad, (&) < Grad(g_)

7 o)
Dabei hat (20) ebenfalls die Ldsung (x,y)e LD .

v

Wiederholt man die gleichen Substitutionen in f2‘ und gg',
so erhdlt man ein Gleichungssystem mit (x,y) als Ldsung von

der Gestalt

P -
T(K) +7 £5,(0,Y) +x “FL(X,Y) + T xir n(X,Y) = 0
O 1 ’ 2 b4 hcanse3 1.
1=
g()(’f) +7Eé\%(X,Y) +?2g/2(x Y) + 5\.‘ o 7(‘_”lgj H<X,Y> = 0
= .

ERTRPN o o 0 S | B =y i~ - v A (Y A f;/ 1 P
mit £o,85,8 8" ¢ 0., [X,Y] und uradx(ig), Grad h))

< L m— ~ N [~ o~ . -
Grad(f ) und uTaQY<lC>, Grady(gP <:Grad(go)
Dieser Prozell 18Rt sich ad infinitum fortsetzen (ich erspare

mir die umstdndliche Schreibarbeit des Induktionsschrittes),

sodall das System (19) schlieBlich die Gestalt

-

L T R R s I L

F, = AO(X) + ;:'Z, ii(x,f) O

TS = 5(0) + 7 T (%,Y) = 0
> a

o~

annimmt, wobel die Grade der fi und By in X und Y kleiner
als die von fo bzw, 8o sind.
Setzt man fur jedes v ¢ N

T+ T (X, ) = T(K)4h (OY + A ()Y
O éT .“[\‘ l L] o Vr’ ’] e« e o a

v, m=1

€ 0%, [%,Y], so si le Folg |
73[, ], so sind die olgen {A¢+1 q- quj\‘ﬁh 3 eee

LN ] A,, —-A 5 (‘\’J—- 1"ﬂ ~ - A - o~ .
) { V4, m=1" me e adische Nullfolgen im

O%O—Modul g})@)o})x\g...g) wax q, scdall also die Folgen
4
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{AV31 et {Ar,m—WJVEﬁ/ in diesem Medul konvergieren.
. _— = yym=T1
Deswegen ist F, = fo(x) + Aq(X)Y + eee + Amﬂq(x)Y &

P . =1 . N -
eengj %)O%O[in'@)... é)C?j[X]f mit Grad(A;),...,0rad(A__,)
< n-1,
inalog gilt fir FE
T, = B (X) + B, (X)Y + + B O 4 b Y™ nit B, e oo, /i)
"2 o { *e m-1 m i 17 Tl

_ N X
Grad(Bi)é'n und om<<®3m .
Wir betrachten die Determinante

Aln—/l’o.o,-f_;,o’ooo,o )

® & ® & ¢ o6 00 s 9SO 0o e 0

}
Resy(F ,F5) t= det | Oyeua,0,4  yeua,Ty ‘ _
b]n,BHl"/}’...’BO,O’.'.’O j

T

@ % & 5 8 Q0 9 O 66O e O 62> /

/
B/

\\O’."’O’bm’Bm—«/‘".” o /

.;O"°°’O,T Oyees,yO \\

o’ \..:
W
é; ® & & & @ ® ¢ ¢ ¢ O S ¢S O S e s "izm /Je]—len
d L ‘J O, e« ® & o o & ¢ & " & 9 ’O,IO t) d )
S - . - i mod /7.
| B sB qreevsBgs0yena,00) /

S

i

\ cesecccscccssacsasense ;S'm—ﬂ deilen
/
/

J

O,.'.,O’brn’}gm_/],...’BO‘

Entwickelt man die letzte Determinante z.3. nach der ersten

Zeile, so ergibt sich:
- = = — T/ .om=1 ~
desX(fq,bg) == fO(A>.Dm modny.

. Pac (T T mn—"1—=— CB TR O
Daraus folgt: ReQX(Fq,ﬁg) = b fO(X) + %;;/Zlﬂi(x)é TET .

7

Die Darstellung von F; und FE ist auch analog wie vorher

moglich in der Gestalt:

F_..

B - =1 N o N S
h0= AN+ ADX + el + A (DX +oa 'K e GVDZx,gj
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. ' X
mit an & Q%o
N , n-="1 U -~
Fo=g,(1) + Bt (MDX + wow + B (VX7 e (}79[k,$].

an'aAn_ql"'°aAo'$Os°"’O

® 8 © © ¢ &0 ® 0 0 S 00 e e S e "o oo

. = T O LR 3 Oa ! A ! * o0 *A- !
Es ist dann ResY(ﬂq,ﬁg) n’ L) Eﬁ, n-1 *7o
Bn_q,f..,go,o,...,O

© & @ 0O @ © C T SO OSSO O NN e NOES

O,.'.,O B /l,.o.,%o /

~

—— o\ yn=1 "
= EO<L> a, mod /9, also

o
1 Oy L yn=T— S l
ResY(rq,fg) = a, &, (YY) + > S. (f)(’ 07,/%/ .
i= 1
J T (x,y)& 7 2 (20) dist auch Ldsung von
ede LOs ung (X,y./« J‘O von ISHVARESY s ung 1
Res, ( F, P, ) =0
(21)
R 7 F. .7 = 0
es 19 P>
™ 1 0 3 : I - . 3 R 1 e TR, 1 I']--/l»::’*
Vach Batz 1 hat aber die erste Gleichung hdchstens ufad(om LO)
. . S pu
= n und die zweite Gleichung hochstens Gra u(a go) = m

Losungen x baw. yx'}b, wonach (20) also maximal n.n

b

. . ~ 2 .
Ldsungen in é/D besitzen kann.

Lin fur Anwendungen wichtiger Spezialfall is
Satz 13 (Lit.21,Bem.nach Satz 11):
Die Voraussetzungen seien wie in Satz 12.
AuRerdem sei fo linear, also fo = aX+bY¥+c mit a oder b # 0
mod 7@. Dann hat das Gleichungssysten
rq(X,Y) = 0

(22)
7,(4,Y) = 0

hoéchstens Grad(go) Losungen in ZZPE .
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Bemerkung:

Der Unterschied des Beweises von 3atz 1% zu dem von Satz 12

besteht darin, daBl es hier vermoge der Linearitat von £,

<2 4
> L. = 0
i=0 1

il

moglich ist, das System Fq

e i
By =2 _w78; =0
1=0

auf ein System

<2 .
1 - ~ < . 1, < —
0y = hﬂ,O<A> + ;z s nq,i(X,Y) = 0
oo i .
_ v y —
Hy = T+ §=q‘z h, ; (%,1) -0

zuriickzufiinren, in dem h, , #

?

(@)

mod;f) und Grad(hq O)::
9

Gred(g ). Auf H
S0

bt

4 = 0, H2 = O 1ist dann batz 12 anwendbar,
Die zusidtzliche Beweisarbeit bestent lediglich im Nachweis

von Grad(hq’o):fGrad(go).

Beweils von Satz 13%;

- X

Wir betrachten das System F,(X,Y)

O.8.d AL gog O und b £ O mod7o.

il

O
(23)
F PQ, = 0
1+ ’
wobel P, (X,Y) und Q,(X,Y) nach Voraussetzung so existieren,
P o Q. = T (D ~y
daB £ Py + g, LO<{> mod ok
( Der Grund fir die Wahl von (2%) liegt darin, daB wir f
als linear und b# O mod7@ angenommen haben. 1In den anderen
Pallen arbeitet man analog mit Fa=0, F4P2+F2Q2:O bzw.
B i = F = Wi T‘ B0 = P =
ﬂ,‘P,]+r2Q1 o, 5 O bzw. ﬁqP2+L2Q2 0, E2 0 ).
Men darf nun annehmen, daf der Grad von T_ nicht groBer

als der von 8, ist. Das sieht man z.B. so:
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) . At At ~ N = 1
Setzt man go(x,f) 1= go,o<X>+go,1(x)Y+ oo +go,k<x>f{’ S0

. . < K
+ T o = R b, - )
ist ResX(fo,b ) 1esX(aK+bY+c,go,O(X)+ cee +go,k(x)f )

o
by,8%+C,0y444,0

® ® & ¢ & & 0 5 & s 0 0 s kzej‘len
= det =(nach der 1.5palte ent=
i 1
Oyeee,0,b,a%+c wickelt)

\go,k:,onooo,go’o

. ~ v, k o = va . k—'/] - ]’(
- +/—go’k(1)(aATo) /= bbo’k_q(x)(ak+c) +/ e +/- b go,o'

Hat &g den Grad m, so haben die go,i hochstens den Grad m-1i,
sodaB also ResX(fo,go) nochstens den Grad m hat.

Nach (Lit.17,841,8atz 116) gibt es P,',Q,' & ozf.g[x,zi}’ derart,
del Resy(f_,8,) =2 £ Pg'+8,Q" mod 73, Men kann also P, i= P,',

Q0 = Q' und T; := Resy(f_,g, ) setzen und hat dann Grad(Tg):é

Grad(go>. Jede Losung von (22) ist eine Losung von (2%),
das sich in der Gestalt aX+bi+c + o ?;lfi<X’Y> = 0
1= -
To(0) + T @ T (X0 =0
0 =T it ’

T. ¢ 0., /X,Y/, schreiben 1&Rt, Vermdge der Transformation

o, [%,1] - ogoik,rﬁ
' X F——X
Y b~ (T-ak-c)
o7 .
wird aus dem letzten System Y + ﬁflf.‘(X,Y) = 0
=1 *
oo : (2%)
—— L .
fO<X> -+ l;>= I %l'<X,Y) = 0
mit £.',8;"' € O‘i/,o [x, Y] .

Nach Satz 12 hat aber (24) hichstens Grad(Y).Grad(?g) =

Grad(f;)<§Grad(gO) Losungen in ;sz .
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R

Bemerkungen:

i,
sind fo und 8, beide linear, also fo = aX+bY+e1, &g =cX+dY+e2
(£ 98, % O mod ), so ist die RBedingung

T Py+8,9 EETZ(X) mod. ~2

£ Pote Qo E.gO(Y) mod <72
erfillt, wenn die Funktionaldeterminante von f, und 8, mod«?m
nicht verschwindet, d.h.: det {2 g} # 0 mod zr
(ad-bc)X + <deq—b62>;ﬁ 0] mod. 7

i

Dann kann man namlich fo :

und g t= (ad-bc)Y +(aeg—ceq):# 0O mod 79

setzen, und es ist df -bg = T_ mod O

-cI _+a = moa oo .
c1L _+ go go C /

2)

Der Beweis von Satz 12 stiitzt sich im wesentlichen auf

atz 1, indem das Gleichungssystem (18) mit Hilfe der

9]

Voraussebzun?en des Batzes und unter Benitzung von H-Sultan~
) o
ten auf das S*Stem 271 ZuruCk’elﬁhlb werden kann. Da.

&

darin die Variablen X und Y jeweils nur in einer Gleichung

auftreten, ist Satz 1 anwendbar.

3)

Durch Induktion iiber n, der Anzahl der Gleichungen baw.
Unbestimmten, 14Rt sich Satz 12 mit lilfe analoger Betrach=
tungen von tHesultenten verallgemeinern zu:

sSatz 12' (Lit.21):

Kyp,~p>und 7 seien wie in Satz 12.
¥

(%% .
Qs = e ST ,-1 - = -
oelen -u/] . j-):o 7C fi’/! & G—'}’O [j(/l’.oo’)(rf]

A A A I I R
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® 0 8 8 60 080000000 Pe VO8OOI NOESTSTOOS

(0] .
F ¢ = lfv & OJ,X ooo‘X-_
NP I e e o
wobei die Leitkoeffizienten der fo s in O}DX liegen und
3
folgende Bedingungen erfillt sind: es gibt Pi j<fOQO[X1,...,Xﬁj
4

fur 1,j=7,...,0 und fo’,|

x -— [~
€ oﬁrgqu. cee y T € O (7]

o,n 7’

mit fo,i # 0 mod.73, sodall

f P + eee + T P = T mod. 4o
0,17 1,1 o,n 1,n 0,1 /
® © & & @ ¢ 4 O O S S O O S &S8O e 0t e e e 00 .
iy P . £f P = T mod 40
Yo, 7n,1 T e T To ntn,n o,n 77
Dann hat das Gleichungssysten
_ I
Fpoo= 0, cen 1n = 0
e . J— - —. .. . 7 n
hochstens brad(fo 1)‘ cees ° Grad(lo n) Lésungen in .
’ ’ D
Den Beweis erspare ich mir aufgrund der umstédndlichen

u

Schreibarbeiten und weil im wesentlichen kein Unterschied

[}
@

(_.(l_

zum RBewels von Sabz 12 besteht.

T

L5 gibt auch einen zu Satz 1% analogen Spezialfall von Satz 12

.o

Satz 1%' (Lit.26):
Alle Voraussetzungen seien wie in Satz 12'., AuBerdem seien
b . alle linear, Dann hat das System

F :O, L Y

’ Fn = 0

16chstens eine Losung in 2 M.
Die Bedingungen des Satzes sind erfillt, wenn die Funktio=

naldeterminante der fo moduyo nicht verschwindet,

b
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&)
Aufgrund von Satz 13, in dem eine obere Schranke fir die
LOsungsanzahl durch das Produkt der Grade von fo und g, an=
egeben werden kann, vermutete Skolem, daB dies auch im
allgemeinen Fall (fo,go haben beliebige Grade) gelten misse.
Fir beliebige Korper K (z.B. K = ¢ ) ist diese Vermutung
wahrscheinlich nicht richtig. Man kann ndmlich leicht
Beispiele von teilerfremden Polynomen f,g & K/X,Y] angeben,
fiir die es keine P,,P,,Q,,Q, € KX, Y/ und O # TeK[X] ,

T

il

]

0 # E = K[Y] gibt,sodal  fP, + gQ,

gl

ng + gQP =

.

und Grad(T) < Grad(f), Grad(g) < Grad(g) erflillt ist.
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I11,2 Invarianten und Kovarianten

In den folgenden Paragraphen werden fir Uberlegungen zur

Existenz gewisser kubischer und biquadratischer Formen

Begriffe aus der Invariantentheorié solcher Formen benotigt.

Diese sollen hier kurz eingefihrt werden.

(Lit.9,Kap.V,881-4 und Lit.16)

A) Kubische Formen

Wir setzen (@[X,Y]n = /féfﬁﬂk,¥7; f homogen vom Grad g} .
Sei A ::(é g) € G1(2,d).

A bestimmt eine Variablentransformation

Ar X,

L —> R I[X,1]

Vv

f= , a. JXle b A(F) :=

a. . (aX+bY)T(ciedr)?
1sJ

— G
i¥j=n Y it+Jj=n
PR -~ r.—‘
X ar xtyd
Gmr i,

.
(o)

+J=n

Damit konnen wir eine Gruppenoperation der Gruppe G1(2, @)

Fal

auf QJ[X,KJH definieren:

GL(2, @) x <Q[X,$]n — @7[X,17n

(A, T) > hof := A(L)

Die Bahn von T 556{X,K]n beziiglich G1(2, &) werde bezeichnet

mit [1] := {hor; he Gl(e,gQ)} )

Sei Je GQ[Ai i3 i+j=n/ (Ai ; Unbestimmte iber ()
]

. I3 ~ "
Fir £ = 3 a; XY € Q[Xx,Y]  sei TJ(f) definiert als
1+]=n +J n
Af o= 7Y . : 1 ] =
J(£) = T <al,j’ i+d=n) .

Dann nennt man .J relative Invarisnte von f vom Gewicht A & //,
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wenn fiir alle A € GL(2,&) 7J(hof) = (detA);L 7(£), d.h.

wenn J auf [ﬁ] konstant ist bis auf Faktoren aus @ .

e g . g 3 . OR
Sei e OfL,Y,A; itj=n/ und C(£) := C(X,Y,a; 5) € LR,

o

C heiRt (relative) Kovariante von f vom Gewicht 2 €/, ,

A
wenn fiir 2lle A € G1(2, ®): C(Lof) = (detd) C(f), also
C ist auf [f] konstent bis auf Faktoren aus ¢ .

Sel nun speziell £ := a_5 OX5 + a5 1X2Y + ay 2XY2 +oag 5Y5 £
b 9 ] 9

Eal

@TX,Y/,. Bekanntlich ist die Diskriminente von f definiert
& L 3

] 497 2 . .
v = ! ! i X - A '\v . L\\r £
als D(f) aB,o I (e A <]) , Wobeil o/a die Nullstellen
von f(X,1) sind.

i

Men kann D(f) auch in den Koeffizienten von £ schreiben:

D(f) = =272 “a ? 18a &y 42 a_ ,+a o, Colta. a, .2

VST 3,0 “0,% %,0°2,1%,2%,3792,1 %1,2 775, 09,2

A
~la ‘3 . .
2,1 "o,

e e N Aoy 2, 2
Es gilt: die Diskriminante D := —B/AB,O AO,5 +18A5 2 ) q \A ,%

A 2 2 A \ 5 5 Pt ~.§; i : ‘77
+A2’,I Aq,g —+A5’OA1’ "4A2, AO,BC:”“[AB,O’AE,ﬂ’Aﬂ,B?Xo,BJ "

ist eine relative Invariante von £ vom Gewichl 6&:

Fir alle 4 € GL(2,@) ist D(hof) = (detA)®D(r).

1]

Pie kubilsche Form f besitzt auch eine in X,Y quadratische

Kovariante H und eine in X,Y kubische Kovariante Q:

J°r £\

QXE )XJY)
g
; _ ' bx o
HOE Ty Ay gado qaky ayhy 5) i= = det L
Jee )er
XY 0ve) By
= (A X+ 4 -
( 2,1 +A, 2 ) (3A5,0X+A2,4Y)(A1,2X+3AO,5Y)

& X, |
ﬂlkyf’Ag’o’Ag’q9A1,21AO,3] ’
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!Q)
P‘ﬁ‘ib
ﬂw

4“.)

Q<X’Y’A3,0’A2,1’Aﬂ,B’Ao,B) P= det /
) H
- a. . —» A, .
’X T/ "1, 1yd

€ Z[Xff’Aa,o’Ae,ﬂ’Aﬂ,e’Ao,aj .

Zwischen f, D(f), H und Q besteht die wichtige Beziechung:

0% + 27D(£)f° = 4l

B) Biguadratische Formen

1 2
Sei f£(X,Y) := 34’OX£+4a5,1X3Y+6a2,2X i

ﬁQZ‘X,Iyq . (binomische Schreibweise)

o v
+4aq’5xf +a,

~

Dann hat £ eine Invariante »/q vom Gewicht 4 und eine

Invarisnte :/P vom Gewicht 6:

7 A A y
VA /{_,O’Aa’/‘ 7A2,29A/],5’A'O’/+‘/

J = det | A, A Ay o |, .
2 2,71 2 Ty 5 | = A4,0A2,2AO,4+2A5,1A2,2A1’3"
A A, - A )
2,2 ™M,5 “o,hb 3 24 2y
’ s ¢ A2,2 "A4,OA1,5 —A5,q AO,4
= 7 i 3 v
- LLA@,O’Aﬁ,W’AE,Q’AW,B’AO,QJ

£

Die Diskriminente von f ist gegeben durch D = 16(\]1ﬁ~27:]28>,

o

Sie ist eine relative Invariante von f vom Gewicht 12,

C)  Aquivalenzklassen

Wir betrachten die Gruppenoperation

51(2,7) x Z[z,Y] > Z[X,Y]

(4,1) ¢ > Aof := A(L) ,
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wobei 81(2, Z) := {A & GL(2,7 ); detA = 1} und

A Zi[k,xjg —_— Zﬁ[X,K]n analog wie in A) eine Variablens=
transformation ist,.

Durch die Bahnen von QZ[X,X]n bezliglich S1(2, Z) wird eine

Aquivalenzrelation auf LZZX,X]n bestimmt: f v g : &=>[f] = [g]

Tst J eine relative Invariante von feEZﬂX,X]n, so gilt hier:
J (o) = J(£)e ¢! fiir alle A & 81(2, Z).
Wir definieren also: J([f]) := J(£f), wobei £ ein beliebiger

~

Vertreter der Aquivalenzklasse Zi/ ist.
&5 gelten nun die beiden wichtigen Tatsachen:
1) Seiw(e /. Dann gibt es nur endlich viele LKquivalenz=

klassen in <ZZk,Z]5, deren Diskriminanten den Wert << haben.

2) Bs gibt nur endlich viele figuivalenzklassen in L7,

deren relative Invarianten \yq und \/2 fest vorgegebene

Zahlen « < 7 bzw, B« < annehmen!
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ITT.3 Elliptische Kurven

Es soll jetzt gezeigt werden, wie eine elliptische Kurve
zuriickfithrbar ist auf eine endliche Anzahl kubischer oder
biquadratischer Formen mit negativer Diskriminante, die
mit der Skolemschen Methode behandelt werden komnen. Dabei
wird aber nur die theoretische Ixistenz dieser Formen be=
wiesen und kein allgemein praktischer Yep gezeigt, diese
tatsichlich zu finden. #in solcher kann nur anhand eines
Beispiels erlautert werden.

C e L P : e 5
Wir betrachten elliptische Kurven der Form Y = %7+ k

nit O # k= ./, genannt Mordellgleichungen, und unterschei=

den zwei Falle:

1) k70 und 2) k<O, Im zweiten Fall sind die auftretenden
Schwierigkeiten erneblich groRer als bei k> 0. So waren bis
196% alle Gleichungen mit O« k4100 vollstandis pelost,

jedoch blieben fir negative k »-100 noch 20 Gleichungen

ungeldst (vgl. W.Ljunggren, On the Diophantine Equation
V2 § N~ A L . A0
Y< = X7 4+ k, Acta Arithmetica,1963).

e . e

Sei zuerst Y© = X7 4+ k, k&7 positiv: (25)

] o L ] 2 %
Ist (p,q) eine ganzzahlige Lisung von (25), also g =p”+k,
so werde damit die binidre kubische Iorm
h = X0-3pAY 42q¥° ¢ Z[X,Y] definiert. h_ _ hat die
D,q op ¢ L5 ] D,
negative Diskriminante 27(4p5—4q2) = =274k und liegt somit
in einer von endlich vielen fquivalenzklassen von 4/[“,f]5

(= Bahnen bezlglich 81(2, #)) mit dieser Diskriminante.
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h(s) ein Re=

Wir zeigen jetzt folgendes: Ist h<q), eee o
prisentantensystem aller Formen mit der Diskriminante -27.4k,
so gibt es zu jedem jéz{ﬂ,...,s} hdchstens endlich viele
(p,q)éAZig, sodaR hp,q‘& [jh<j2]. Diese (p,q) konnen auch
berechnet werden, und zwar mit der Skolemschen Methode,

wenn h<j) irreduzibel ist. Somit kann (25) nur endlich

viele Losungen haben.

Sei nun o.B.d.A. h £ [h(q?]. Wir schreiben

Pya
1) %3 2 2 B et s :
h = 35,0K +a2,4x Y+aq’2XY +ao,5Y . 5 existiert ein
A =(§ g)é s1(2,7), sodal Aoh(1) = h, , oder X0 B3pXT42q Y=
?

3 N2 2 N3
aB’O(aX+bY) +ag’q(aX+bY) (cX+dY)+aq,2(aX+bY)(cX+df) +ao’§(cX+df)

Koeffizientenvergleich in X5 und X2Y ergibt (26)

3 2 2 5 - (1), _
83 (@ *tap 4@ ctay pacTra, o =D (a,c) =1  Dbzu.

) (D (26")

o1
= (a,c) + S (2,0)

I
]
.

T N N R . . PN 4 74 2
Nun hat n<q>(X,f) = 7] nur endlich viele Losungen in /Z

¥
unabhangig davon, o reduzibel oder irreduzibel Uber
@ ist:

. (1) .. N . A,
Denn sei h zundchst reduzibel angenommen. Da die Digs=

- 1 . . . : .
kriminante von h( ) ungleich Null ist, sind alle Linears=
1 - N G D

faktoren von h( ) verschieden, Das heif3t, n< >(X,f) =
ist dquivalent zu zweil Gleichungssystemen der Gestalt

bOX2+b XT+b.Y° = 1 und bOX2+b1XY+b2Y2 I

i

1 2
~<X+ BY = 1 < X+BY = =7

(byabyybyy ol B Z.), wobel b Xo4b X¥+b, Y7 und weX+BY
teilerfremd sind. Daraus folgt aber, daB auch

2 ]
h, t= b X +quY+b212—1 und h, := «X+BY-1 teilerfremd sind.
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2

Dy by X, b X1
Durch Betrachbtung von ResX(hq,hz) := det [ By, =xX-1,0 L0
O,B, et X
. 2
Dy DYy b Y 1
Resy(hy,hy) := det |« ,BY-1, O # O (vgl.Beweis zu

0, &, RY-1
\ ’ ’

Satz 12,5eite J¢ ) sieht man dann, daB das Gleichungssystem

h, =0, hy = O nur endlich viele Ldsungen in z° haben

kenn, Dasselbe gilt, wenn man h, = boX2+b1XY+b?Y2+1 und
hy = «X+RY+1 setzt. Also hat h<1)(X,Y) = 1 im Palle
”h<1) reduzibel” nur endlich viele Losungen, die auch be=

rechenbar sind.

(1) . ., . y (M) s o .
Ist n< ) irreduzibel uber 5?, so hat n( >(A,X) = 1 nach
satz 11 und Beispiel 1 auch nur endlich viele Ldsungen in
77 2 . . fa ] 1 ~ ] .
/=, die mit der Skolemschen Methode gefunden werden kinnen.
Die Dbeiden Gleichungen in (256') sind also nur fir endlich
R o . s 2 nriq L A 2
viele (a,c) und (b,d) </ erfullt (zu jedem (a,c)e s
existiert unter Beriicksichtigung von detA = ad-be = 1 ein
4 - //
: AU 1 pn" 1 2n 2
eindeutig bestimmtes (b,d) =-; 5T (a,c), % 5% (a,c))ed 7).

RS
v

Deshalb kounen nach Koeffizientenvergleich in (26) auch
.. . 2 . , . .
nur endlich viele (p,q)égﬁ existieren, die auf der ellips=

tischen Kurve (25) liegen.

Man kann somit alle ganzzahligen Punkte (p,q) von (25)
bestimmen, wenn es gelingt, ein Vertretersystem der endlich
vielen Aquivalenzklassen kubischer Formen mit der vorges=
gebenen Diskriminante -27,4k zu finden.

Da dieses Problem im allgemeinen jedoch schwer 1&sbar ist,



- 72 -

versucht man bei konkret gegebenen elliptischen Kurven
durch Betrachtung quadratischer Korper auf eine endliche
und "ausreichende" Anzahl kubischer Formen mit negativer
Diskriminante zu gelangen und deren Losungen z.B. mit

jab]

der Skolemschen Methode zu ermitfeln.

Dazu ein Beispiel (siehe Lit.5):

Gegeben ist die Kurve Yo - 4x0 + 1% . (27)

Multipliziert man sie mit 16 und setzt X = 4X, ¥ = 47,

—

so erhalt man Ve & + 208, sodall die besprochene Theorie

Giltigkeit hat. Der Korper K := ({ (N13) hat die Klassen=
zahl 1, sodal Op :;Z+QZ%(1+{T§)) ein ZPE-Ring ist.

wr besitzt die Fundamentaleinheit &f:i= 1+ %(1+Q?3) .

(27) wird iiber 0, zu

N 2 v_ 7% o A% )

1+§1§ L gq) = (a+b —1%$ﬂé ) (24D 12412)5 mit a,b ¢ 7,
., \ZES % LA

woravs folgt: X%JEE“ =& (a+b qé\15 )5 , und o.X.d.A,

ist 2 =0,+/-1 . # =0 ist dabei nicht mglich,weil

RGN 7 Mo o . ..
(a+b ~§l~é)) & Z{\?ﬁ/. Vergleicht man die Koeffizienten

._l
von (1% in den beiden Fillen #=1 und ¥ = =1, so erhilt
man a5+6a2b+153b2+/]’}b5 =71 bzw.
35—5a2b+6ab2—-b5 =1 .

Wir haben also die beiden Gleichungen
)
46X Y+15X7%-Y2 = 1 una (28)
K -BACT46XT-TD = 1 (29)
L N e Xy _/12) X
zu lOsen. ie linearen Substitutionen (Y) =(0 1 (Y)

1 v A1) o 3
bzwW. (Y> =(O _1) (?) fliihren zur Gleichung

B(X,T) 1= XO4BXY-3Y0 = 1 | (30)
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Man findet alle ganzen Ldsungen von (28) und (29), indem
man die von (30) bestimmt. h hat die negative Diskrimis=
nante -27.1% und ist irreduzibel uber &Z.

InL := B (L), L reelle Wullstelle von h(X,1), ist 1=
eine Fundamentaleinheit. Es ist (1-/1)5 =1 + 5(—1+)12),
sodaB man analog wie in Beispiel 1 (8atz 11) mit der Prim=
zahl % weilterrechnet., Man erhdlt fir die Gleichung

e AY = +/= (1= A)® in n die einzigen Losungen O und 1,
sodaB in (30) (1,0) und (1,1) die einzigen ganzen LOsungen
sind. Das ergibt fiir (28) die Losungen (1,0),(~1,1) und
fir (29)  (1,0),(0,=1) und schlieBlich fir ¥° = 4X°+13

die einzigeﬁ ganzzahligen Punkte (=1,%), (=1,=3), (3,11)

und (3,-11).

Wir kommen Jetzt zum zwelifen Fall elliptischner Kurven:

e - S
< o= X7+ k, wobel kX <O,

Multipliziert man die Gleichung mit 4 und transfermiert

die Variablen vermdge (?) = (q U/ ( ;), 50 erhi#lt man

2 X .
Yo - ux? 4 4k.
A < - 12 1 . : g e \T2- Z N 5 T
Wir studieren noch etwas allgemeiner die Kurve Y =4X"+aX+b
mit a,be / , wobei die Diskriminante von 4X7+a¥+d (wie
die von 4X5+4k) nezativ sei.
Ist (s,t) eine ganzzahlige Lisung von (31), also
2 , . . . .
tT = 455+as+o, so werde damit die biquadratische Form
; - 22 colNv o e o
h, . =X - 6sX717 + GEXY2 4 (~a~3s<)Y" € Z [X,Y] definiert,
?
Sie hat die Invarianten /., = —a—35°43g5°
q = =8=58"+38" = -a und

:72 = -5(—-a=3gs )+s5 2 = 485+as~t8 = —=b und liegt somit

(1)



- 74 -

in einer der endlich vielen Aquivalenzklassen biquadratischer
Formen mit den Invarianten \]1 = —a und 172 = =D

hck) ein Repridsentans=

Wir zeigen wiederum: Ist h(1>, cee

tensystem aller Formen mit den Invarianten -a und -b, so

gibt es zu Jjedem Jj& {1,...,k} hochstens endlich viele
72 < 1(3)

(s,6)e /<, sodaB hs,t" [n J.

Daraus folgt, daB (31) nur endlich viele Ldsungen haben

kann.

Sei 0.E.d.h. by o€ [0V ] nig

(1) 2 3 2.2 v3,a 4 SrY Yy
h = 34,OX +85,,]X Y+a2’2X T ra, Bﬂ ’4‘1 e ZLXV].

L.
~d

Also existiert ein A = éféé)cé 51(2,7Z ), sodaB th(q> = h_
/ o .
oder X'-6sX 12+Ll~t,1§15+(-—a—-532)‘[[’L = a, O(c(X+BI)¥+
b
a; 4 (A XtBY)2 (Xt J ¥)wa, (e X+BT)E( v Zr 51)%0
5,/] A 4 ! T i 2,2 < 1) [ N {
a/] 2 (20 X4 %f)</ At “i> +a ,4_< y At (}Y)Lr . (32)
| . .. L3 2 .
Koeffizientenvergleich in X und X°Y ergibt
4 D~ 22

L
By, 0 B3 T ey ST Tray 350 a7t = 0k

k]

[Vas >:/]

Jh , Z01
bzw, A '“:)‘*X ((){ ’”) 4+ b V/D'Y (d y { ) O (§2 >
LD

hat die negative Diskriminante —16(a5+27b2)

= D(4X5+aX+b) und kann deswegen uber @>h60hstens in ein
Produkt zweler teilerfremder gquadratischer Formen oder

einer kubischen und einer Linearform zerfallen. Durch &Shn=
liche Uberlegungen wie auf Beite 70 und 77 kann man erkennen,
daB h(1>(X,Y) = 71 im Falle ”h(q) reduzibel” nur endlich

viele LOsungen besitzt.

Ist h< ) irreduzibel iiber @2, so hat h</|> = 1 nach dem
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Satz von Thue (siehe z.B. Lit.3,Kap.IV,8§6.3) auch nur end=
lich viele ganzzahlige LOsungen, die mit der Skolemschen
Methode berechnet werden konnen, weil die Diskrimi=

nante von hm> negativ ist (siehe dazu ITI.4).

Es sind somit die beiden Gleichungen in (32') nur fiir end=
lich viele (4¢,y“) und (B, §)eZ 2 erfiillt (zu jedenm (et 4 y7)

e 252 existiert eindeutig (B,J\) = (= % %%w(at,gf), % %%—(&5,/“))

mit e d -BX~=1). Nach Koeffizientenvergleich in (32) kdnnen
deswegen auch nur endlich viele (s,t)éZZg existieren, die

auf der elliptischen Kurve (31) liegen.

Da man im allgemeinen nur schwer ein Vertretersystem der
endlich vielen Agquivalenzklassen biquadratischer Formen
mit vorgegebenen Invarianten aufstellen kann, sucht man

T

in der Praxis nach anderen Wwegen, um Gleichung (31) auf
eine endliche Anzahl biguadratischer Formen mit negativer
Diskriminante zuriickzufihren. Deren Lisungen kdnnen dann

Z«.B., mit der Skolemschen IMHMethode berechnet werden,

Auf einem dieser Wege benlitzt man die Arithmetik kubischer
Korper:

So fihrt beispielsweise die Gleichung Y2 = 4X5—5 durch
Arbeiten in @ (V7), $p5=6,'w reell, auf die beiden Formen
~ux2y-37% und 2t e6xPrPouxvP 3% it den Tnvarianten J,=0,
:72=5 und der Diskriminante -16.9.27. (siehe Lit.28)

Auch die Gleichung 72 X5—7X+1O kann durch Rechnen in & (V'),
lﬁ reelle Nullstelle von X3~7X+1O, auf 7/ biquadratische

Formen zurlckgefiihrt werden, von denen zwei die Invarianten
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:71 = % , :72 = - % und die Diskriminante -8% und die

Ubrigen finf die Invarianten 3% = 28, :72 = =40 und die

Diskriminante —165.85 haben (siehe Lit.4).
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IIT.4 Biguadratische Formen mit negativer Diskriminante

) P L
Sei h(X,Y) := a, X

A % eael D IR
+a. X Y+a X Y"+a XY +a Y 44X,
y O 3,1 1,5 0,4 M’]

2,2
eine irreduzible biquadratische Form mit negativer Diskri=
minante. Wir wollen die diophantische Gleichung h(X,Y) = 1

mit der Skolemschen Methode 10sen und multiplizieren sie

dazu mitAa4 5 . «
3O

} . X /a 0) X

Vermdge der Transformation (Y) = { 4,0 <Y> erhalten
0 1
wir daraus
S 5 22 Y, v 5 :

£(X,Y) 1= X +b5,,]X Y+b2,2X Y +b1’5ﬂ +bo’4f =8y (33)
mit b, .¢ /.

1yd

f ist ebenfalls irreduzibel mit negativer Diskriminente und ,
£(X,1) hat deswegen zwei rTeelle und zwei komplexe Nullstellen.
Sei 77 eine der reellen Nullstellen, Uber K := (%) wird
dann (3%) zu

NG ‘T’” - 5
N1 = a7 (34

Nach (Lit.3,Kap.II,82,Korollar zu Satz 5) gibt es im

-7 r ~. - > - i ‘D — by A .

/= Vodul Z[Wi= 7+ 7V + ZV° + 72 nur endlich
viele paarweise nicht-assoziierte Zahlen f}, cee /Jh

3

mit der Norm a .

4,0
Der Dirichletsche Einheitensatz (Lit.3,Kap.II,84,5atz 5)
besagt, daR es in Zf[ij genau zwel Fundamentaleinheiten
£, ud &, gibt, sodaB sich jede Rinheit & in Z/[V] dar=

stellen 188t als E = 4/~ <£1n° 52m° mit noym € 7 .

Somit hat jede Zahl « in Zg[vi7 mit der Norm 8, 05 die

?



- 78 -

Gestalt o= +/- |~ £,% g% mit n ,m_eZ und

i
Fo el oee o Ta) -

Gleichung (%4) wird also zu
X = ) fi £1n 52m . (35)

Um diese Gleichung in n und m uber /. zu 16sen, wihlen
wir eine Primzahl p (ob sie die spdter bendtigten Voraus=
setzungen fir die Anwendung von Satz 12 oder iSatz 13 er=
fiillen wird, bleibt jetzt noch fraglich).

~

Wie im Bewels zu Satz 5 schon erldutert, giblt es wegen

~ \T
éq, 526? Obx natiirliche Zahlen M und N, sodaR 55“554 mod p

, Mo o N M S S S Sl
und 52 = 1 mod p ( €4 =T+p /L/I ) 52 =T+p /12, ,f;é),] y Ao VAN A
T‘f’}ir Setzen I]_:I.\Tn,—'-lw und m=Mm'+S mit T & { O, e o e ’IT""/I ,/k,
séf{ Oy eoe ,M~ﬂ} und entwickeln }”iefqn Egm fur Jedes

r und s in eine uUber ﬁ% zleichmdBig konvergente Inter=
polationsreine:

~r

n ¢ m v ¢ o Nyn! Mym' - » _ s _
JiCe R (e s T e 8

11 “2

oy
li
N

<
- o~ T o 85— k5 kmn'
= U8 S oA

1. 1,m'
p & ‘. ( > o
k=0 el

1=0

Ordnet man diese Reihe nach der Cgp—Basis (1,7W,J'2;U'5)

e )

so ergibt Koeffizientenvergleich in v/ und ¥

in (35) ein Gleichungssystem

- v . (i,7,8)

> o 5 5T mnt) =0
=0

~— v . (i,r,s)

> _p g T/ (n'ym') =0

= O N
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. (i,r,s) (i,r,s) - T
mit £, 00, g T T e Ob[h ,m;] fir alle

ie {1,..0,n), re 0,0 ic), s€{ 0yuuuyiitf.

Sind fir fo(i,r,s) und go(i,r,s) die Bedingungen von Satz 12
erfﬁilt, so kann eine kleine obere Schranke fur die Anzahl
der Losungen in 2?2 angegeben werden., In manchen F&dllen

ist es sogar mdglich, die LOsungen den Reihen direkt
"sbzulesen", wodurch man also sdmtliche ganzen LOsungen

von (35) erhilt.

Ein Beispiel:

Die fir die folgende Gleichung bendtigten Fundamentalein=
heiten entnahm ich wie im Reispiel 1 zu Satz 11 der 1932
erschienenen Tabelle von M.,Pochst, P.Weiler und H,’Zassen=
haus, Dasselbe gilt fir die Genzheitsbasis des zugehdrigen

4ahlkorpers K.

.. s - - . ) .. , - .
Seil T 1= X o+ XB + %X =71 mit der Diskriminante =775 die

nl
i

definierende Gleichung fir K := @?(J>), j> reelle Nullstelle

) Ly L ' a0 - - . . 4 - > /‘ ,7
von f. K besitzt die Ganzheitsbasis (i,5>,j/+j72,§(4+2{*2+ 27))

-

und die beiden Fundsmentaleinheiten £ . :=

) 0
Wir 1¢sen die Gleichung
YOS SIS R (%6)
die gleichwertig ist zu
Xe o ¥ o= 4/ £ e 0 (37)
Bs ist 516 = 1+4(-wf+~f2-_?5) und

£p7 = (124 p a5 p P 97
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Wir setzen also n=6n'+r, m=6m'+s mit r,s & {O,...,5}.

. nem _ 7T s , T~ S .
Dann ist 51 52 = & €2 mod 4, und 21 <€2 hat in
der Basis von C; eine Darstellung Ear 698 =

2 1 2 3 .

a+b§’+c(j7+J7 )+d §(1+25> +§¢7) mit a,b,c,d e Z .
Wir konnen die Fzalle ausschlieRen, -in denen ¢ oder d nicht
kongruent O mod 4 ist. Schreiben wir Eﬁr<528 in der Po=

tenzbasis (1, ¢ e 05) von Z[r], so bedeutet das:
7)/9f ) ’

5}1’528 (a+ %) + (b+o)5?+ (c+d)j>2 + %dj’a .

Il

N 2 : . )
=a' + b'E + c'j’ + d'j’a mit a',b',c',d'e &,
-
wo uns nur die Félle interessieren, in denen a',b',c',d'e /
und c¢' = O mod 4 und d' = 0 mod 2 gilt.

Lch hebe (Equfes fur alle r,s € (O,...,B} berechnet und

gefunden, dal obige Bedingung nur fir (r,s)< {(0,0),(1,0),

(1,5>} erfillt ist.

/

ﬂ‘) <I’,S> = (0,0)

. . n
Wir entwickeln 51

.om - én' - 6m' . . N
£50 = &, &5 in die auf 2@2

gleichmdBig konvergente Potenzreihe

- \J
4k(12+§>+5f>5+4f>5)k<§> und

i

5
Ii
O

Lo 5
k 2 3\k,n'
gq‘ ("'f'*')o _}Q ) <k )

ordnen sie nach Potenzen von §)3

] g 1§ -
é46n.(£20m = Z4+4.12m'+42..{7

+ {4(—n'+m'>+42..{7 P

+ [@(n'+5m')+42..;] P 2

;

+ [4(-n'+4m')+42..;7 Jp5

Es folgt: (n'+5m') + 4... = 0

8
(=n'+4m" )+ 4... = 0 (38)
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Da det (iq 2) = 9 = 0 mod 2, hat das System (%38) nach

Satz 1% + Bemerkung 1 hdchstens eine Ldsung in 222, namlich
(0,0). Fir (37) ergibt sich daraus X-‘fY = +/= 1 und

somit die beiden LOsungen (+/- 1,0) voun (36) .

2) (z,s) = (1,0)

' o 1 -

Hier ist 516n +1<£P6M = Z#(—n‘+4m')+4?..;]

v [lenntal ] 2

g -

+ [4(—n'+m')+42..,1 JQQ

+ [4(2n'+m')+42...~/ jOB R
also (=n'+m' )+4. .. = 0

(39)
(Pnt4m' )+4. .. = o0 .

) . ) o
Da det (5 4/ = -5 # 0 mod 2, hat (39) genau die Lisung

(0,0) . Bomit ist in (3%7) X«jDY = 4/ f>, was aber fiur

(36) keine Losunz ergibt.

5) (ras) = (1,3)

. an! - — —
éqon +1<£2om +5 . £2+4(~n'+28m')+42..:/
/. 2 7 5
+ 4 (nt2n' )45 0 ) P
+ [4(n'+11m')+42...:7 fﬁg
7 L2 7] i,B
+ l1+. 9m1 *'L!' s e e ’u/ J“) 9
also (n'+ 1 m"' )+l. .. = 0
(40)
9m'+4. .. = 0

~HE

o0 9 O mod 2, sodaB (40) genau

eine LOsung, némlich (0,0) besitzt. Fir (37) bedeutet das

Wiederum ist det (ﬁ 11) = 9

X~j9Y = +/~ 54<525 = +/= (2+§>), woraus wir fiir (36) die

beiden Losungen (2,-1) und (-2,1) erhalten.
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Es gilt also insgesamt:

1.

Die Gleichung X4+ XBY + BXY5 - Y =1 hat die einzigen

ganzzahligen Lisungen (1,0), (=1,0), (2,=1).und (=2,1) .

Weitere Beispiele dieser Art finden sich im Anhang.
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IIT.5 Kubische Formen mit positiver Diskriminante

Wahrend wir Gleichungen f = 1, f kubische Form mit negas=
tiver Diskriminante, durch eine "direkte" Anwendung des
Hauptsatzes 1 (siehe Beispiel 1 zu Satz11) 1losen kénnen,
ist dies Jjedoch fir Gleichungen f = 1, f kubische Form
mit positiver Diskriminante, nicht mdglich. Das liegt
daran, daR f in diesem Fall drei reelle Hullstellen besitzt
und deswegen der Korper @Q(f ) f eine der Nullstellen
von f, genau zwel PFundamentaleinheiten hat. Man kidme beil
der "direkten" Anwendung der Skolemschen Methode auf Glei=

chungen der Gestalt

[ k
J___ D fk(n',m') = 0 ,

e I
5

p eine Primzahl und £, & O%[ﬁ',mf] , die nicht unbedingt

endlich viele LOsungen haben miissen., ©Man hilft sich hier
mit der Invariantentheorie kubischer Formen weiter (sieche
IIT.2.A)). Es besteht ja zwischen f, D(f) und den beiden

Kovarianten H und @ die Beziehung

Q(X,¥)% = 4an(X,Y)> - 270(£)2(X,Y)° .
Man sucht also zuerst die ganzzahligen Punkte auf der ellips=
A
tischen Kurve Q2 = 457 + k in H und Q mit k = ~27D(f)12<10,

wie in ITII.? besprochen wurde.

-

. 2 . . iy ..
Ist (HO,QO) & 7~ eine der Lésungen, so erhidlt man vermdge

des Systems H(X,Y) H

o)

Q(X,Y)

It

Q
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Losungen von f(X,Y) =1 (H ist eine quadratische Form).

Beispiel:

£(X,Y) = X0 = 3XY° - YO nit den Kovarianten

. 2 2 .
H(X,Y) = 9(X° + XY + ¥°) =: 9H'(X,Y)

3 a2 - 3y . : _
QX,T) = 27(X° + 6X°Y + 3XY° - Y2) =: 27Q'(X,Y) und D(f)=81.

Wir erhalten mit £(X,Y) = 1

272012 = 14,9910 L 29,81 oder

2

Q¢ = 4H'? - 3 (41)

N.Tzanskis (siehe Lit.28) 1loste diese elliptische Kurve

1984 durch Ruckfiuhrung auf die beiden biguadratischen
g q

2

3 T - S S .
Formen -~4X0Y 3% = 1 und X —6X°Y"-uxY2-37" = 1 mit den

Diskriminanten -16.9.27 und fand die einzigen ganzen Funkte
(+/= 1,1, (+/= 37,7) von (41).

T

Lr kKom damit auf die Systeme
Py T~ N S 2 aper g2 p . . .
\45+0ALf+§Af -Y +L0+Y7) = (1,1), (=1,1), (37,7), (=37,7)
vnd erhielt fir £(X,Y) = 1 die Ldsungen (1,0), (0,-1),

<“/]3/]>7 (29/]>, (-5,2> und (1,"5>-

X

b
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I11.6 Formen finften Grades in drei Unbestimmten

Mit Hilfe der Satze 12 und 1% lassen sich auch Gleichungen
der Gestalt N(X+YV'+2V') = 1 behandeln, wenn /' und i
zwei ({ -linear unabhdngige ganze Zahlen eines algebraischen
Zahlkorpers K finften Grades sind, wobei K genau einen
reellen konjugierten Korper besitzt. Denn dann gibt es

nach dem Dirichletschen Einheitensatz in K zwei Grundein=
heiten, sodaB man nach VervollstiZndigung des /Z -Moduls
Z<1,1ﬂ,zﬁ> zu Zgﬁ,'ﬁﬂ:;i o%,<p2> durch Koeffizientens=

vergleich in éﬁq und ab analog wie in IIT.4 zu einem

Gleichungssysten —— N . R

3 SEEN > pt £ (X,¥) = O
V=0
T Y g (X,Y) = 0
V=0

gelangt (p Primzahl, £, g.- = O [X,7] ).

So bewies Skolem beispielsweise fiir X := @ ("), v reelle

Fullstelle von X7-2, daB N(A+YV' +29'%) = 1 nichstens 6

1l

Ldsungen in Zfa besitzt (Lit.20). Drei davon waren ihm
bekannt und er vermutete, daB man bei geeigneter Wahl der
Primzahl p beweisen kdnnte, daB es nur diese drei Ldsungen
gibt.

1977 konnte A,Bremner (siehe Lit.6) Skolems Vermutung
bestédtigen, und zwar durch Verwendung der Primzahl 251.

kr stellte fest, daRl 251 ecine der ersten Primzahlen ist,
die in K vollsténdig in ein Produkt von Primdivisoren

ersten Grades zerfillt.
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Das heift: <251> =‘721."' .;ﬁk, wobei die Grade der
Restklassenkorper Ok/7@i iber Z/251 alle gleich 1 sind.

Bs ist fraglich, ob dieser Tatsache eine allgemeine tiefere
Bedeutung zugrunde liegt oder ob es nur ein "Zufall' ist,
daB ausgerechnet mit dieser Primzahl das Problem gelost
werden koante,

Das ¥rgebnis von Bremner lautet: die Gleichung

N4 77 2270 2) = XP042Y2447°-A0XY 27410X°Y7" = 1 hat die

~

einzigen ganzzahligen Losungen (1,0,0), (=1,1,0) vwnd (1,-2,1).

In ahnlicher Weise lassen sich vermutlich durch geeignete
Wahl von Primzahlen die folgenden zu K = o) gehorenden

Normgleichungen lGsen:

N(aT 42V D) = XO42YP482° -20KY O +10X5T S = 1 (u2)
(Y 24 D)2 2240724827 A0KITZ420X 7477 = 1 (4%)
H(KTV 42 ) = X047 7416571070 Y74 20K 7727 = 1 (444)
W7 ) 2 KO4nY2 416272000 2420X° 175 1 (45)
KTV 0420 ) = T04BY2 41627 —40XTT2+20X°Y 0= 1 (46)

Skolem (Lit.20) fand fir (42) hoéchstens 4 ganze LOsungen,

fir (43) ="- 3 o :

flir (44) - 5 ,

fur (45) ="- 1 gzanze Losung
und  fir (46) =" 1 o ,

wobei in (42) (1,0,0), (-1,1,0) und (1,1,1),
in (4%) (1,0,0) und (~1,1,1)

und  in (44) (1,0,0) und (-1,1,0) bekannt sind.
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Iv. SCHLUSSBEMERKUNGEN UND
BEWERTUNG DER SBSKOLEMSCHETUN

METHODZE

Ich mochte in diesem Kapitel abschlieBend noch ein paar
nennenswerte Gesichtspunkte der Skolemschen Methode er=
wahnen und iiber ihren bis heute gebliebenen VWert sprechen.
Ich glaube, man kann dabei die Arbeiten Skolems iiber die
p-adische lMethode nach zwei Richtlinien unterscheiden:

1) Thr EinfluB auf Veiterentwicklungen innerhelb der
Theorie der diophantischen Gleichungen. Skolem versuchte
unter anderem, den berihmten Satz von Thue Uber die Zndlich=
kelt der Losungsanzahl bindrer Formen auf Formen in mehr

als zwei Variablen zu verallgemeinern, In sciner letzien

Arbelt Uber die p-adische HMethode (Lit.23%) gelengte e

!

dabei zu einem wichtipen Zrgebnis, das spitere Mathematiker
wie Cleude Chabauty und Wolfiang Schmidt zu einer Vermutung

~

von Schmidt aus dem Jahre

=~

veranlalte, die in ecinem 3at
1971 ihre Bestiétigung fand. Ich werde spdter noch genauer
darauf eingehen,

2) Der praktische Nutzen der sSkolemschen HMethode zur
Losung konkret gegebener diophantischer Gleichungen.

Die Fragen, die sich hier erheben, sind:

Wo liegen die Grenzen der finwendbarkeit der Plethode?

Welche sSchwierigkeiten konnen bei Berechnungen auftreten?

Wodurcn zeichnet sich die Methode besonders aus?
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Lch versuchte in dieser Arbeit hauptsdchlich an Beispielen,
einen Einblick in diese ¥Fragen zu geben. Wie der Leser ver=
mutlich schon bemerkt haben wird, muBte in allen Berechnuns
gen von Anfang an eine wichtige Grundvoraussetzung erfiillt
sein, ndmlich die Kenntnis der Grundeinheiten des in Ffrage
kommenden Korpers. Bei allen Beispielen, die ich in der
Literatur finden konnte, waren im Grunde genommen die
Rechnungen zur Aufstellung eines Systems von Grundeinheiten
die aufwendigsten., Man konnte noch eine sehr grofle Zahl
diophantischer Gleichungen beliebig hohen Grades und in
beliebig vielen Variablen mit Skolems Methode ldsen, wenn
man das Problem der Berechnung von Fundamentaleinheiten

in den Uriff bekime!

bine weitere stillschweigend angenomiene Voraussetzung
oder wrleichterung, die ich in meinen Beispielen macnte,
war folgende: die Beispiele waren immer von der Gestalt
N(chdq+ cee + Xnadn) = 1, also mit 1 suf der rechten Seite
statt allgemeiner irgendeine ganze Zahl h., Die schvwilerig=

keiten, die ich dabel umgehen konnte, betrafen die Berech=

nung eines systems paarweise nicht-assoziierter Zahlen

J 4y eee sy o, mit der Norm h im betreffenden 7 ~Fodul.
Konnte man auch dieses Problem auf "verniinftige! Weise
losen, bote sich eine noch gréBere Zshl von Gleichungen
zur Losung an.

Der kinfachheit halber verwendete ich in allen Beispielen
ausschlieRlich reelle Zahlkorper, in denen die Gruppe der

kinheitswurzeln EK nur aus den Elementen +/- 1 besteht.
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Es ist aber i.a. nicht allzu schwierig, auch Gleichungen
zu ldsen, die zuriickfihrbar sind auf Normgleichungen
v

Ist K beispielsweise ein bigquadratischer Koérper, wo das

~

definierende Polynom f ausschlieRBlich komplexe Wurzeln hat,
so kann ﬁQ(EK) mit Hilfe der Galoistheorie relativ leicht

. e s . 2 <
identifiziert werden. Fur f = X4+aqX5+a2K +35X+34 und\f

eine Nullstelle von f hat K

I

(Q(j) in diesem Falle genau

eine Grundeinheit £ , und die Gleichung

. A Ol e A -

K4 + aqij + agx YT o+ aazuf3 + a4f = 1 funhrt auf

X oY = f>éfn, die man mit der Skolemschen Methode benandeln
1

kann.,

Obwchl men mit der p-adischen llethede viele Gleichungen
1osen kann, bleibt natiirlich ncch eine groRe ilasse ubrig,
bei denen dies auf direktem Veme (also ohne den Unweg Uberw
die Invariantentheorie) generell nicht méglich ist. Bs
nandelt sich um Gleichungen mit Formen, deren Grad minus

die Anzahl der Unbestimmten kleiner.ist als die Anzahl

der Grundeinheiten des betreffenden KXorpers. Dabei wirde

man namlich Gleichungssysteme in p-adischen Funktionen=
reihen erhalten, wo die Anzahl der Gleichungen kleiner

ist als die Anzahl der Variablen. Es wire dann nicht mit
einer endlichen Zshl von Ldsungen zu rechnen.

Ein besonderer Vorteil der sSkolemschen iethode gegeniiber
anderen Verfahren zur Losung diophantischer Gleichungen liegt,
so welt ich abschidtzen kann, darin, daB die oberen Schranken,

die man fir die Losungsanzahl erhidlt, in der Regel so klein
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sind, daB man durch Anschreiben der ersten paar Glieder

der auftretenden p-adischen Reihen alle Losungen direkt
"ablesen'" kann,

Hingegen nachteilig ist wohl der Umstand, daB die Rechs=
nungen auf dem Prinzip des "Probierens'" beruhen: man kann
von vornherein nie wissen, ob die gewahlte Primzahl ge=
eignet ist, die Bedingungen der Hauptsidtze 1 oder 12 zu er=
fillen. Selbst wenn man einen Rechner benutzt, konnen
deswegen umfangreiche Berechnungen entstehen, ehp man kEr=
folg hat (vgl.z.B.III.6: p=251).

Zuéammenfassend meine ich, daB Skolems Methode ein im Grunde
verbliffend einfaches Mittel darstellt, "groBe'" Lrgebnisse
zu erhalten, vor allem dann, wenn der Urad und die Variablens=
anzahl der Gleichungen hoch sind. Skolem selbst sah in der
Anwendung seines Verfahrens auf Formen flinften Grades in
drei Unbestimmten den besten Bewels fur die Brauchbarkeit
der Methode (vgl.Lit.26).

Die weilteren Fortschritte hingen nicht so sehr von dieser
selbst, als vielmehr von der Weiterentwicklung anderer
Gebiete der algebraischen Zahlentheorie, wie z.B. der mins

neitentneorie, ab.

Tch komme nun zuriick zu Punkt 1), der historischen Bedeutung
der #rbeiten Skolems, und formuliere zundchst den anfangs
erwahnten Satz von Skolem aus dem Jahre 19%5 {iber eine

Verallgemeinerung des Thueschen Resultats (Lit.23,5atz9):

Ist K ein algebraischer Zahlkdrper fiinften Grades, der genau

einen reellen konjugierten Korper besitzt, und sind 0(,8,)”
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(R ~linear unabhingige ganze Zahlen in K, so hat die Gleichung

N(a:X+BY+)FZ) = he Z nur endlich viele Ldsungen in z°.

Dieser Batz gab Grund zur Frage, ob nicht dhnliche B8tze
fir Korper K beliebigen Grades und Moduln M beliebigen
Ranges in K gliltig sind. Eine notwendige Bedingung fiur die
Endlichkeit der Ldsungsanzahl einer Gleichung N(« ) = h,
« € M, M Z-Modul in K, kann leicht gefunden werden:

M derf keinen vollstdndigen lModul in einem Teilkorper K'=K,

"

der ungleich # und kein imeginir-quadratischer Korper ist,

darstellen., Zur Irklarung zundchst ein paar Definitionen:

Zvel Hoduln M, und I, heillen ghnlich, falls es ein B aus K
, gan- 1o

5ibt, sodal M, = B,

win Hodul M in K stellt einen vollstédndigen lodul in einem

‘eilkorper K'<s K dar, falls M einen Teilmodul M' besitzt,

der einem vollstédndigen Modul (Def.Seite 10 ) in K' Zhnlich
ist.

Sei also jetzt angenommen, dal ein Z -Modul M in K einen
vollstindigen flodul in einem TeilkOrper K' von X darstellt,

wobei K' ungleich & und nicht imaginir-quadratisch ist.

™

s gibt denn iri K' mindestens eine Fundamentaleinheit, sodaf

die Gleichung NK'/m (¥) = ac¢ £ jedenfalls fir gewisse a

J
unendlich viele Lésungen hat, wobei ¢ & M', IM' vollstindig

—

in K' und &ghnlich zu einem Teilmodul ¥ von M, also gMM':M
mit M < M und /€K gilt,

D . < AN = N VAR B\ 2 =
ann folgt NK/@ ()/j ) NKAQ </F>NKAQ (j_)

KK

NK/,(/Q (}?/)NK,/{Q (J((/) i

i P
NK/@ (g'-).aw-K'KJ =b &/
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b
(0uE.d At be Z, denn falls be @, also b= 51 R bié‘?'
2
o 1 L [x:4) N K@) P
== Wy, (0,12 ) = b, NK/@?()/f)—b?_[ ez ).

Das bedeutet: NKAQ C7 ) = b hat unendlich viele Losungen

?fé M =M. Also ist die erwidhnte Bedingung notwendig fiir

die Endlichkeit der Losungsanzahl von N(xX ) = h e Z ,« &€ M,

Im zitierten Satz von Skolem ist sie natiirlich auch erfiillt,
da ein Korper finften Grades ja gar keinen echten Teilkorper
ungleich 4 haben kann.

Es wurde nun vermutet, daBl die Bedingung nicht nur notwendig
sondern auch hinreichend ist flur die Indlichkeit der LOsungs=
anzahl. 1938 wurde die Vermutung von C,Chabauty fir Zahl=
korper K beliebigen Grades und Z -Moduln vom Rang % unter
der Bedingung bewiesen, daB K mindestens zwei Paare komplex-—
kenjugierter Korper besitzt. VW.3chmidt erledigte 1967 den
Fall fur Moduln vom fang % ohne Zusatzbedingung und 19771

(Lit.19) konnte er schlieBlich den gewlinschten satz beweisen:

Sel K ein algebraischer Zahlkorper und M ein [/ -Modul in K.
Genau denn gibt es ein he &, fir welches die Gleichung
N(o¢) = h unendlich viele Lidsungen « & I besitzt, falls M
einen vollsténdigen Modul in einem Teilkdrper XK' von K dar=
stellt, der weder gleich & noch ein imaginar-quadratischer

Korper ist,

Schmidt benilitzte nicht die Skolemsche Methode fiir den Beweis,
der keine Moglichkeit liefert, im gegebenen Fall die endlich

vielen LoOsungen tatsidchlich zu bestimmen.
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(Aus dem BSatz folgt wiederum leicht der Satz von Thue iber
die Endlichkeit der LOsungsanzahl bindrer irreduzibler For=

men vom Grad 3z 3.)

Fine grofBe llenge von Beispielen fiir den Schmidtschen Satz
kann folgendermaBen konstruiert werden:
Sind p und q Primzahlen und A= R, dann ist der 7 -Modul
= <ﬁ,mp,%p2,...,ﬁ7p“2)>nicht vollsténdig in K := @R (J")
vom Grad p. Da K nur die trivialen Teilkorper besitzt,

stellt M nur in @ einen vollstdndigen lodul der’., Somit hat

- - T - — . .
die Gleichung N(A1+K2W]+...+Xp~1ﬁ1p £> = hé& /Z nur endlich
viele Ldsungen in /2 p-1,

fur p=5 und g=2 lautet die Gleichung:

v 5,50 5 1y 54w 5 Bor 2, 2, oy 2y v 2 3
12427 K2 48K, 2= 20K X 5 2, + 20K Ky K, T4 20K, 7KK, T-20K XX,

2' 2 = 7 =, 2 7 2\ 2»\7~ -
, —101{1//: X, ~10%, 100, “X,%,, = h.

X,7+10%, 7K, X,



~ 04 -

V. ANHANGRECHENBREISPIEL E)

Ich habe hier weitere Beispiele dicphantischer Gleichungen
in kubischen und biquadratischen Formen mit negativer
Diskriminente behandelt, wobei die Losungsmethode dieselbe
wie die in Beispiel 1 zu Satz 11 bzw. in Beispiel zu III.4
ist. Flir die Gleichungen beniitzte ich eine Tabelle von
Grundeinheiten kubischer und biquadratischer K6£per

("6n Wffective Computation of Fundamental Units L, 11",
Math.Comp. 38,number 157,Jan.1982).

Die weitldufigen Rechnungen machte ich mit Hilfe eines

Computers,

A) Kubische Formen

Die hier auftretenden Korper (y) haben alle die Gang=
2

heitsbasis (1,j>, 7).
Jedes der Beispiele ist in folgender Weise geschrieben:
. . 5 L2 ol -
1) Angabe der Gleichung X”+a, X Y+a XY +a v0 1 y 85 e L
T gy 4

2) Angabe der Grundeinheit &= atb g +c P~ des Kbrpers “(e),

Nf reelle Hullstelle von X5+a1X2+aaX+a

3 .

V]

. M C e . .
3) Angabe von £ = T+p 27 mit Med yp frlmzanl(potenz),

[

A e R 37 @) y 2 ey
a e Llpl s = e Y pa 150" e Ll

4) ingabe der Zahlen r e /O,...,M—ﬂ&, fir die die Komponente

r . 2 .
von £ 7 in ‘f gongruent O mod p ist.

. ) o n!
5) Angabe der p-adischen Reihen g1 *T_ gr+p<{r(71+725+7afg)n'+p2

Mn'+r N ' - '

fir die in 4) angegebenen rcfg/O,...,M—ﬂ}.
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6) Angabe der aus den in 5) angegebenen Reihen folgenden

x> .
Gleichungen plfi(n') =0, f; ¢ Zip[hif, mit den

]
C

jeweils einzigen ganzzahligen Losungen in n' (geschr.no).

T t
7) Angaebe aller aus 6) vermoge X—‘fY = 4/~ é:hn T resul=

tierenden ganzzahligen Losungen von X5+aqX2Y+32XY£+a§Y5=1.

a) 1) X2-2%°Y-0Y? = 1

D
2) &£=1+2p - ¢

3) £8=’l+5f7, 7 = —5—-4}"2 mod 5
4) 0
5) éfgn‘:1+5(~5—4“fz)n’+52...
6) =m'+5...=0, n_=0
7) (1,0)
) 1) EHCY42uTo-2r - 1
2 &f=~1+5>+_§2
3) £72145(6-51¢ +33 ¢ )
1) 0
5) €70 2145(6-31¢ 433 ¢O)n'457, .,

i
J

o} 551’1"“'5...:(), 18} :O

0
7) (1,0)



c)

d)

1)
2)
3)
4)
5)
&)
7)

o
N~

7)

1)
2)

4)
5)

7)
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RO+ XET4 KT 370 = 1
E:'4ff+f2
£5143(-1-2 -

0

éfgn'=1+5(—1—259—‘fg)n'+52...
-n'+%,..=0, nO=O

(1,0)

X2 0%V _2XY2 Y2 = 1
£ ==y

-3 " . . 2
& =1+|1(—84O-254OJD+9QOJF )
0,1

5 )
,£8n|=1+14(—840—2540j’+900j9“)n'+112..
£8n'+1=5—)’+11( 4520 /980f‘+5240 fg)n'+1ﬂ2.
A00n'! +174..=0, n_=0

o
22400 +11...=0, n, =0
(1,0), (3,1)

X2, vl P - 1

= ?

g

(R

s -1+5( - Q )
0,1,%

i
~8n

- z ! 7 ' 2 - 92 ni 5 s 7 02 n' s
< —/l-f-/\—/]-) >1’l +5 </)+2f+J )(2)'{”5 ( 2)\0 "9) )(5 >+5 coe

: i
£°n +1=‘€ +35(=p = #FInrest. L,

8n'+§

& -1~ j’+BCH2J“+j )n +§...

nl

5 )-5(5 J45...=0, n_=0,1
-n'+35...=0, n, =0
n'+3...=0, non

(/],O>, (Oa/]>9 (/}1"/‘>9 £-255>
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£) 1) XO+4XY+2XY 427 = 1

2)<E=5+§f4152

3) 512=1+5(4+12j>+5j>2)

4) 0

5) 23 caes(eizp 5 pHn 55 (s6e6p 16 p 1 (G
6) n'+3.2(8 )+3...=0, n_=0

7) (1,0)

Y 1) K+2RT+T0 = 1

ool

2) £=¢
5) £%1eu(p §9)

4) 0,1,3
'

[OX TN

- o~ L n° (92 1 2
5) & _1+4(f“+J n'+45. ..

2

t ,
1 +/l=j/) -{“’4‘("'/"—2){'} + P 2)1’1'4—4 e o0
J

[6))

=
<

6n'+3_ ~1-2¢ +4(2+3 ¢ -3 6 Dynta2, ..
J P

o~

&
6) n'+he..=0, n_ =0
n'+4,...=0, n =0

' o

=snt+d.,.=0, nozo

7) (1,0), (0,1, (1,-2)

n) 1) XY xYo07? = 1

2) 5=1+f

3) £Os1a8(1-2 p - ¢9)

4) 0,1

5) £ 2148(-1-2p - pPinrastlL,
£6n'+1

=1+f>+8(1—3f’—2jog)n'+82...
6) -n'+8...=0, n =0
-n'+4,,.=0, n_=0
o

7) (1,00, (=1,71)




i)

)
2)

3)
4)

5)

6)

7)

1) 2

2)
%)
4)

5)

7)

cy? = 1

X2 _0X°Y_XY
=y

(g6=1+5(4+6j>+11f 2y

0,1

£6n'=1+5(4+65’+11f ntese...

~-

;f6n'+“=J>+5(11+15j>+28J>2>n'+32...

Tn'+3...=0, n_=0
28n'+5...=0, n =0

<4,0), (Os"‘/l>

o -
KLU 43D = 1
2:4—-—
-~ . . 2
;Oz/l_f__/‘_(e,l. {Z? -% ¢ >
- A
0,1,4
St .2 2
g‘&‘n _/]‘f‘[‘<:‘{ ¢ - ;;> «>n'*‘[| . e e
E b » o) )
£on T1=1+$>+4(8+12g)+ eI 4T, L
J ./ P
ant 4 o - ~ a2 2
g oA -5 +4(~p2—84f'~|5§/ nt+4T L,
vy — e

_‘511"!"1‘5’-00:0’ nO:O
n'+4...=0, n, =0
"'151’1'*{"‘/’%‘...:@’ n :O

@]
(1,0), (1,-1), (~5,7)
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2

k) 1) XO4X“T+2XT43Y2 = 1

2) £=4+y
2) 5QM5@aa@+§f%
1) 0,1,6

5) €7V 143(22435 p +6 ¢ Dn' 457 (~56+1284 p 41041 P D) (B 430

P g 43 (W53 p 435 0 Pnte3” (5179-85p4128457) (B D

jo 1 3
£8n +o=4_4§f ~15572+5(1631+892j’—505 P mresLL.

1

6) 2n'+3.347(5 )+3...=0, n_=0
!

1n'+3.428(5 )+3...=0, n =0

~5-3.101n"+%...=0, keine Ldsung

r/) (qao>s <"'/],/l)

1) 1) X244 XCTeXYo4t2 = 1

2) c‘.q,q=‘S?
3) £T13(1e e 45 o)
4y 0,1

b

ot oz :
5) £ =14+5(1+ ¢ +5 (\92)11'4-58...

SAnt 4+
<

li

¢ +5<—5—-45/ -19 S’g>n'+5£- .o

6) Sn'+3...=0, n_=0

O
"/‘C/}n-"*'Booo:O, 1’lO=O

7) (1,0), (0,1)

m) 1) XO43XT42Y0 = 1

2) g=’|+57-5>2

CB-— ( 4 [ 2
3) &£ —1+5(8+!15) -5 ¢ )
4) 0O

5) £7% =143(8+11 ¢ =5 ¢ P45,
6) "'51'1'4-5...:0, ‘(IO:O

7) (1,0)
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n) 1) XO43XET42XT43Y> = 1

; 2
2) 5—/1+5)¢9 +f
3) £5145(=3-¢)
4) 0O
5) cfan'=4+5(—5~ﬁ’)n'+52(9+65>+“f2)<g')+55(—24—255>—65>2)(§' ...

6) (3')+3(=6) (5)+3°...=0, n =0,

7) (190)1 (-8,5>

o) 1) K+xYZ43Y2 = 1

2) £=T+¢
» £ = 2edp < p® o v
4) 0,1

< ! ]
5) £ Aw7(2ese —t 7 ntvtL L

' v
5" M:“i’ +7 (1449 ¢ — IR

6) "qn ! +70 o s :'-‘O, 1’10:()

~n'+7...=0, n =0

7) <100>9 (“111>

p) 1) KO4X¥+570 <

2) &

ll

2+ ¢

3) £°=149(~2945¢ +11¢ ©)
4) 0,1

_6n'" S : 2
5) £On =4+9(—d9+b§?+41g>8)n'+9 cee

1
£on +q=2+§'+9(—91_195’+16572>n'+92---

6) 1Mn'+9...=0 nO=O

9

1en'+9...=0, nO:O

7) (1,0), (2,-1)
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Q) 1) K+hxY24yd = 1

2) £=¢

3) 56=1+8<5+25;2>

4) 0,1,3

5) £6n'=’]+8(j> +2 332>n'+82(-/~l—-—2037 _15/{)2)(2' )"‘83--'

£6n'+q=vf+8(—2—85>+_f2)n'+82...

2

7~ 1

6) n'+2°(=15)(8 )+2”...=0, n_=0

o)

n’+8.‘.=o, n =O
O

2
-m'+27...=0, n,=0

7) (q,0>9 (Oy/]), (1)—4>
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Biguadratische Formen

Alle auftretenden Korper dQ(S7) haben die Ganzheitsbasis

(1

L P 95 970

Jedes der Beispiele ist in folgender VWeise geschrieben:

1)
2)

3)

4)

X2 2

L
Angabe der Gleichung XL+a4X5Y+aQ Y +a2XY5+a“Y4=1

a. & /.
i
3

b}

Ingebe der beiden Grundeinheiten 5 a+b<?+c 92+d.?
2

und (5 a'+b! P +c! (’

+d" 2 des Korpers j?(j ),\f

o 4 5
reelle Nullstelle von X +a1X +a2K +aBX+a4 -

M

\T R N — -
fngabe von &, -Tipas » Lo =lep2, p Primzahl, 7 ,Féli[r?],
T C. [y L4

)
7= 7' mod p, ¢=¢' mod p, ', e'e é,[°j .
T S5 ( g J
oo - ~ kel / 'I\T ? \.’T } o
Ingebe der Pasre (1,5) € {0,000 l=17 X {0,040,M=1), fir
Y / L 7/

5

die die Komponenten von gﬁrgbs in P2 undxg kongruent O mod p

- 5 ) sind.
Mir (r,s) aus 4) und 48y =E o mod p fngabe der
[ 9~

o . . n'+r ~ Mmn'+s - e
Keinenentwicklungen Eﬁ * ‘tglm S éq é28+

D[%“ < n'+ <! o nﬂ]+02fy n' 4y m'%?lﬂnﬂ+¢’(n5+” @ﬁ?' >
Lt TS Sr,s TP LAqR el Ay Purp/ TG D TP e ey

wobeil C(l & ‘_{,—!fﬁ

"\T '
Feststellung der Tatsache, daB X~ ¢¥= +/- £1hn

J
+/ = £4r<525 mod p flr die Gleichung in 1) mod p
keine Losung ergibt.

Angabe der aus den Reihenentwioklumgen in 5) resultierenden

Gleichungssysteme der Gestalt E P T, ;(n'ym') =0
3.=0
2 i
2D g;(n'ym') =0

1=0
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mit Tii8; € Zp[n',m], J‘.“O=b,|n'+b2m'+b5 6Z//;1‘,m:7,

gochn'+02m'+05cfi?/h',mj7
und det (b/l bz) # 0 mod p.
©1 C2
Sind b5 und Cy beide gleich Null, so wird die einzige

ganzzahlige Losung (0,0) angegeben.

Ist b5 oder 3 ungleich Null, dann muB fir eine Ldsung

(no,mo) des Systems gelten:

byng+bom+b, = O mod p, cqn tcom tey = O mod p, und
bac,=b,C hoc.,-b,cC
' L (273 572 571 "173%
daraus (n_,m_) = (- - =: (d,,d5) mod p.
0’ o bcs=bscy ’ b,]cg—bgc,I 1172

Mit (no,mo) = (dq,d2)+p(eq,e2) folgt dann

. - - Nn_+ My N r_ b +
XY= +/- (511n04r<521m0+s R (d +peq)+ é?M(d2+pe2) s
J Z
- N+ = Md.+s 2 . . A
= +/~éfq\ g Eo Ao+S od P, well (in den Beispielen)
- Np - Mp y 2
£ 1 A o = I mod p~ .

7) Angebe aller der aus den Gleichungssystemen in 6) folgenden
Lésungen der Gleichung in 1)

1) vermdge X~J€Y = +/~ &
' . o~ T L. 2- o 5 X —
2) bis auf Konghuenz mod p~, wenn X- ¢¥ =

qu+r (’Md2+s

; = +/—(Xo~yojf)é£Z4¢?f mod p2 .
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a) 1) X 2x0vexyd vt = 1

. ~ 2
SRR ARl o

3) 5,16=1+5//~;? , = 1—2f+f2 mod. 5

g‘ _1+50 f?" vf mod %

4) (6,0, (1,00, (3,3), (#,3)

~ om'
<

5) £ 6n' 2 :1+5[?1-2fﬂtf2)n'+<jﬁz Qa\mj’“5°"

<1
X—j>Y = +/—‘? mod 3 ergibt keine Losung

~ 6n'+3 6m'+5:2_

£4 <2 Sp 46 p3p”

s - 3. S O I -
+3[(20-31p +25¢ =57 )n'+(42-57 ¢ +20 ¢ =95 ¢ n'] 37,
an
X—j)Y = +/— <?14<€25 Eﬂ+/—wf mod % ergibt keine Lisung
&) (n'+m')+3...=0

¢ -m")+5...=0, (n ,m_)=(0,0)

(24231n"'"+20m" )+3...=0

(=1-57n"'-95m"' )+3...=0, (no,mo)zz(ﬂ,ﬂ) mod. %
QO
X—5>Y = +/- 519<52/ = 4/~ 1 mod 9

7) L/]’O>1 ("'/l LO>!

nmoglicherweise 2 Losungen kongruent (1,0) bzw. (~1,0) mod 9

S .
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b) 1) X P veoxriax™t = 1

S

3) Eq8=1+5f7, ?u; _1_j>+J72—J7) mod 5

£o7 s, g shpo s ned 9

+) (0,0), (1,0), (0,1), (1,19), (2,6), (2,7), (3,1),

(3,6), (4,12), (4#,13), (5,7), (5,12), (6,18), (6,19),
(7,1%), (7,18)

8n' 24m? 2 3\ = 3 2
5) &4 s =/l+5[<“1')“+f = (=30 - fT3 )m_’7+5...
{aBn‘+1 5224 —<Y+5/21+0_? +215)n +(=3- 49—%f -4 5)m7+5 ces
X ) +/= (1+ ) mod 5 ergibt keine Lisung

19 _

A-pX = 4f 5152 +/= (1+2¢) mod 5 ergibt keine Losung
< )

-~ Bn'+2, 24m'+6_ 2. 6

c‘f/l ;2 /] 52 +
T;/<4+j f ff5>n'+(5+%{+f ~3( n'/+5%...
< ~ 2 - 7 2
Aifi +/= Eq7ES s +/= (1+) mod5 ergibt keine Lisung
oY 2 4/~ ¢155? = 4+/= (1+2¢) mod 5 ergibt keine Ldsung
2L . 5.6
: /Iun +35 n' +6 2_/]532 .

+5[(-—4-5’+§‘2—2§?5)n ' +(5+9f+‘ﬁ;*2+’+f5)m] 55,

- 8n'+4 o 24m'+12 4. .12
2/1 (?2 = C(/I C2 -+

#5[(A=pr PP Int 4 (=3-byp- PaseIn ] 452,

XifY = +/- (qqégqﬁ = +/= (1ﬁ5§ mod 5 ergibt keine Ldsung
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XiiY = 4+/= 213527 = +/- (1+2¢) mod 5 ergibt keine LOsung

8n'+5 o~ 24m'+12 5 12
é& s = &, <§2 +
+5[k1ff“52+%f5>n'+(“3"?f‘%fg"%f5>m£7+52"‘

8n'+6 18

24m'+18 6

1
+5/_r(1 +j’—52ff5>n'+(5+4j‘+j‘2—5§*5>m? 152,
XmpY = 4+/= 24625249 = +/= (ﬂfSD mod 5 ergibt keine Losung
J

Xffy = 4+/- S47‘5213 = 4+/- (W—ES) mod 5 ergibt keine Losung

' 1
518n +7(§224m +18 _ g;/]7({2/18 +
y P =, TN O D 2
+5/(;%U+j)—gj ﬁl+(5+%ﬁ#ﬁ?+%§ hf7+5 cee

5) (n'-m'")+5...=0

(-n'"+2m' )+5...=0, (no,mo)=(0,0)

(=n'=4m')+5...=0

(Cn'=4m')+5...=0, (no,mo)=(0,0>

(—n'+m'+b5)+5...=o
n'~5m'+05)+5...=0, (no,mo);;(ﬂ,ﬂ) mod 5 wegen

2 p
<§1%?263*4—1§§) mod 25

Xl = /- g,]”f29o; +/— 1 mod 25

(n'+4m'+b5)+5...=0

£4°5,% = 1549 7~10¢7 mod 25

< P — 3
Kij'E +/-ga11§2)oi;+/—.§'mod 25
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(n'~m'fb%)+5ai.=o
(—n'+5m'+o5)+5..,=0, (no,mo)§;(2,2) mod 5 wegen
Zﬁqféqzs'—9—29f5 mod 25

Xfstz+/_1512QE26O = +/- 1 mod 25

(-n'—@m'+b5)+5...=0
(2n'—4m'+05)+5...=0, (no,mo)zz(2,2) mod 5 wegen
55?52122«20+§f_%§5 nod 25

thYsz+/“ 51215260 = +/~j’mod 25

(—n|+m'+b5>+5o . o:O
(n'+2m'+05)+5...=0, (no,mo);;(B,B) mod 5 wegen

£4°5,"%= 14-20¢% moa 25

4 Q
e = 4/ 5,7% 702 4/= 1 mod 25

(n'—m'+b5>+5...20

(—2n'~m'+05)+5...=0, (no,mo)z%(B,B) mod 5 wegen

s, 72,18 = 204092567 mod 25

1 T2
7 o)
XY = +/_g‘)1§ /O§E+/— © mod 25
) 1 2 J
(1,0), (=1,0),
(0,1), (0,-1),
héchstens 5 Ldsungen kongruent (1,0) mod 25,
- - (=1,0) mod 25,

(0,1) mod 25,

l

I
W W

l

l

- (0,-1) mod 25.
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2y2_y* o 4

¢) 1) x*oox

2) Eq= ¢ £ o= "/Hf*fg

3) g,, F1455, =342 9% mod 5

-1+?f e?-4+2e%#ﬂf +%f> mod 5

4) (0,0), (1,0), (6,0), (7,0), (12,0), (13,0), (18,0), (19,0)

5) <£124n25212m'=1+5[i§+2y2)n'+(4+%f+@f2+%f5)mi7+52...

thY = +/“‘51 = +/"4f mod 5 ergibt keine Ldsung

o 24n'+6 !
'3 = 2+5¢

+5/k15+59( n' T(a2+1/? 53(2+54(5)mi]+52...

24n'+7 _ 12m"
Zﬁ n +7£2 m'_ 2?+?5

5 .
+5 ] (1 §+59s on +(jl++£2f’48q “+ ﬁfa)mj +52..,

J

- 24nt +ﬂ2.~1/m

= 29+7C +

oy

/I
+5[(227+548 7 In ' + (309419824746 74478- 7 n 1] 457, .,

- 2An'+1% - 12m!

£ <y = 2%+ 70/ 4
f['“"r‘w t SN / =/ v) -2
+ 5i\dd<f+) 8¢ )n +(*78+36?f4 115 She +7%o )m’/+5 .o
1 C 1
£,200 118, 120" 00 0052
e !

+5[i5194+771152>n'+(4548+ +1049 7g2+6720¢J>m"+5?..

E6¢
B)

i 1 1
2~24n +1%€212m _

y 408¢+565¢7 +

+5 [(3194¢ 4771167 )0 " +(6726+4 54874162380 2410497 )m ] +..



- 109 -

6) (Cn'+4m')+5...=0

2m' +5.¢o=O, <no’mo>=<o,o)

(39n'+53m'+1)+5...=0
Z4m! +5¢..=0, (no,mo)sf(ﬂ,O) mod 5

50

thY55+/- > = +/~ 7 mod 25

82m' +54¢¢6=0
(39n'+52m"'+1 ) +5...=0, (no,mo)zs(ﬂ,o) mod. 5
XY= 4/ Ay 7¢ mod 25
ergibt keine Losung (mod 25)
(548N "' +746m ' +14 ) +54 ¢ « =0

478m' +5...=0, (n_,m )= (2,0) mod 5

S)

thY£?+/~ P Ozi+/~ 1 mod 25

1154m ! +5...=0
(S48n ' +746m'+14)+5. .. =0, (no,mo)52(2,0) mod 5
X-TYEE+/— éﬁ6qz¥+/—@7 mod 25
ergibt keine Losung (mod 25)
(7710 +10497m "' +197 ) +5, . o =0
6726m! +5...=0, (no,mo);z(5,0) mod 5
X—-YYE /= 5\1903-}-/— 7 mod 25
16238m! +54 . 0=0

(77110 +10497n ' +197)+5, . . =0, (n ,m )= (3,0) mod 5

X-pT= 4/~ £a9155+/- 27 mod 25

ergibt keine Ldsung (mod 25)
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7) an>a ('—/]QO),

hochstens 2 Losungen kongruent (7,0) mod 25,

- " - 2 - " (=7,0) mod 25,
- " - 1 Lésung - " - (1,0) mod 25,
R (=1,0) mod 25.

a) 1) X r-oxoveexyi_y" = 1

2) Eq=F, £ 0-¢
3) 2,1/]6=/|+7/r[ y = /J,_B)(, __4_595 nod. 7

[y > e 2'/- 5
€5 =1+7? ,Nf':rf—%f'+§f> —oj’ mod. '/

4‘) (O,O>9 (O,/])’ (1,O>7 <1y5>, (1,55>1 (2,24>9 (2,5/]>,
(5,20), (8,24), (8,25), (9,11), (9,24), (9,29),
(10,00, (10,7), (13,44)

16n'.. 48n' - 2 ‘ P — ~

Xifoz+/~ «?qff+/—§> mod 7 ergibt keine Liosung

X—erz+/— 5255+/— (ﬂ—f) mod /7 ergibt keine Losung

£116n'+1g248m'+5: (—42+185~5552+21’3) +
J e -

+7[k_554+551?~1024g2+601?5)n'+(_585+924¢_171092+1001o5>mi]+.;.
3 B J J J B

1en'+1 - 48m'+35 - o~ 35
£,| <;2 = c/]ga +

+7Z1195+2352+§§5)n'+(6—79f+26?2+§f5)m£]+72.--

]

Ton'+2 . 48m'+24 2l
é‘/] O 62 m + - 5«12{28 +

+7[220-5§f+4%f2~%55)n'+<27_4qf+6252-1555>m37+72
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if z+/- £ £251§'+/— (1-%§) mod 7/ ergibt keine Ldsung

20._

XffYZE+/— 5455 +/- (1= ?f) mod 7 ergibt keine Losung

' . 24

+7/124_18§_2gf5)n'+<18_2gf+18§2-5§f5)m£]+72...

n

25 =t/ (1—5) mod 7 ergibt keine Ldsung

Xffyig+/—‘€4§f

11

XifY£5+/— 51952 = +/= (2—%f) mod 7 ergibt keine Ldsung

K~5Y—-+/— F49{"24”’+/- © mod 7 ergibt keine Ldsung
Ten'+9,- 48m'+29 ~ 9. 29
< e -

+7Zk-20+595—55f2+8f5)n'+(—24+55€_54g2+2%35%@y +72...

“-16n'+10§_48m‘~ ~ 10
<0 <D = “1 +

7/(56"4?f+5?f2~2%f5>n’+<56~51§+b?§‘—4)63>m,/+/2go.

-~

XiYY =4/ 5 10 7»» +/- (1= 59) mod 7 ergibt keine Lisung

X-pY & 4/~ 34134244~—+/— (1=~ ?v) mod 7 ergibt keine Losung
o

Sm' +74..=0
(~4n'-6m')+7...=0, (no,mo)=(0,0)

(—1024n'—1710m'—5)+7.. O=O

(60 ' +1001m ' +3)+7...=0 (no,mo>£€(5,5) mod. 7
Xij€Z+/— & 495 ehd +/ ( B 24§) mod 49

(22n'+26m'+b5)+7...=0

(8n'+6m'+03)+7...=0 , (no,mo)zz(5,2) mod 7 wegen
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5452555 _57+55_4252+42f5 nod 49

XTYYEE+/— 5449£é151£f+/— (2+%§) nod 49

(44n'+67m'+b5)+7...=0

(-4n'—18m'+o5)+7...=0, (no,mo)sz(6,5) mod 7 wegen

2. 24 _ - 2 4
{1 fé = o~2?f+21? -55{ mod 49

T-oY = +/= £,7%,°%= +/- (8-4¢) mod 49

18m'+b5)+7...=0

(_24n'-56m'+c5)+7...=0, (n,om )= (3,3) mod 7 wegen

5q8£22”‘; 48+14f2_14f5 nod 49

Xep¥ = 4/ £,°06,"% =4/ 1 moa 49

(—55n'—54m'+b5)+7...:0

(8n'+21m'+05> +74e.=0, (no,mo)5;(6,1) mod 7 wegen
£.96,% = ~44+58+7¢7 mod 49

Xl = 4/ 21105§277§.+/— (23=24¢) mod 49

(55n'+66m'+b5)+7...=0
(—24n'—45m'+05)+7...=0, (no,mo)if(2,2) mod 7 wegen

241055 15—1?Y+55f2—1%65 mod. 49

O
X-pX = 4/ 2*14252/6_; +/= (8=4¢) mod 49

%



7) (190)9 (—/I,O),
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hochstens 2 Losungen kongruent (23,24) mod 49,

2 — A

(=23,~-24) mod 49,

(8,4) mod 49,

(=8,=4) mod 49,
(1,0) mod 49,

(=1,0) mod 49,

(2,-2) mod 49,

(=2,2) mod 49,
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